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Philosophie, Logik. 

Werniek, William: Complete sets of logieal funetions. Trans. Amer. Math. Soc. 51, 
117—132 (1942). 

Bekanntlich braucht man im Aussagenkalkül nicht alle logischen Verknüpfungen 
wie Konjunktion, Disjunktion, Implikation, Äquivalenz und Negation gleichzeitig als 
Grundverknüpfungen einzuführen, sondern es genügen z. B. Disjunktion und Negation 
oder auch die Sheffersche Strichfunktion allein, um mit ihrer Hilfe die anderen Ver- 
knüpfungen zu definieren. Vom Verf. wird systematisch untersucht, welche Zusammen- 
stellungen der 16 möglichen Wahrheitsfunktionen genügen, um alle anderen Funk- 
tionen auszudrücken, wobei in der Zusammenstellung keine Funktion entbehrlich sein 
soll. Eine derartige Zusammenstellung nennt er einen vollständigen Satz von Funk- 
tionen. Das Ergebnis ist das folgende: 1. Es gibt zwei vollständige Sätze von ein- 
zelnen Funktionen: nämlich die Sheffersche Strichfunktion und die duale Funktion. 
2. Es gibt 9 vollständige Sätze aus je zwei Funktionen, nämlich: Negation, Implikation; 
Negation, Konjunktion; Falschheit, Implikation; Wahrheit, Nichtimplikation; Nega- 
tion, Nichtimplikation; Negation, Disjunktion; Nichtäquivalenz, Implikation; Äqui- 
valenz, Nichtimplikation; Implikation, Nichtimplikation. 3. Ferner existieren 6 voll- 
ständige Sätze, die aus je drei Funktionen bestehen: Falschheit, Konjunktion, Äqui- 
valenz; Falschheit, Disjunktion, Aquivalenz; Wahrheit, Konjunktion, Nichtäqui- 
valenz; Wahrheit, Disjunktion, Nichtäquivalenz; Konjunktion, Äquivalenz, Nicht- 
äquivalenz; Disjunktion, Äquivalenz, Nichtäquivalenz. 4. Vollständige Sätze, die aus 
mehr als drei Funktionen bestehen, gibt es nicht. Ackermann (Burgsteinfurt). 

Hoff-Hansen, Einar: Eine mathematische Deutung des klassischen Aussagenkalküls. 
Norsk mat. Tidsskr. 25, 6—12 (1943) [Norwegisch]. 

Verf. ordnet den Ausdrücken des Aussagenkalküls mathematische Funktionen zu, 
die das IntervalO<x<1 in sich selbst abbilden, indem er pyg durch x- y, p durch 
1 — z ersetzt, wenn z, y die den Aussagenvariablen p, q zugeordneten Zahlenvariablen 
sind. Durch Ersetzen aller höheren Potenzen durch die erste wird erreicht, daß auch 
den übrigen 2-stelligen (definierbaren) Wahrheitsfunktionen höchstens bilineare Poly- 
nome zugeordnet werden. Entsprechendes gilt für die mehrstelligen Wahrheitsfunk- 
tionen. Die von dem Verf. eingeführte Multiplikation mit nachfolgender Reduktion der 
Potenzen bewirkt, daß man in einem vollständigen Restsystem mod (2? — x, , 3 — 23, -..) 
rechnet. Der Beweis des Satzes 2 (Verallgemeinerung der Potenzreduktion auf Po- 
tenzen von Polynomen) ist nicht in Ordnung. Verf. übersieht, daß in dem Polynom 
(P®. +1 + QP), wo P® und QY nur z,...z, enthalten, PZ” keines der zugelassenen 
Polynome ist. (Es gilt nicht O< P/?<= 1). Obwohl der Zusammenhang zwischen den 
Ausdrücken und den Polynomen zunächst nur mit Rücksicht auf die Werte 0,1 her- 
gestellt ist, ergeben sich einige Sätze über den übrigen Wertverlauf der Polynome. 
So ist der Wert eines Polynoms, wenn man alle n Variablen = $ setzt, gleich dem 
Quotienten aus der Anzahl der lieder in der ausgezeichneten konjunktiven Normal- 
form und 2” (Satz 4); und es gilt: (Satz 6) P,-Q, —Q, dann und nur dann, wenn 
P,>0Q, für alle Werte der Variablen zwischen O0. und 1. — Es ist zu bedauern, daß der 
Verf. auf die Dissertation H. R. Müller, Algebraischer Aussagenkalkül [8.-B. Akad. 
Wiss. Wien, IIa, 149, 77—115 (1940); vgl. dies. Zbl. 25, 194] nicht Bezug genommen: 
hat. Vermutlich ist diese Arbeit ihm nicht bekannt geworden. G. Hasenjaeger. 

Skolem, Th.: Einige Bemerkungen zu dem vorstehenden Artikel von E. Hoff- 
Hansen. Norsk mat. Tiddskr. 26, 13—16 (1943) [Norwegisch]. 

Verf. stellt an die Spitze seiner Ausführungen den im vorigen Referat genannten 
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Modul, leitet über diesen einige Sätze ab und zeigt, daß jetzt die wichtigsten Sätze 
der Hoff-Hansenschen Arbeit sich leicht ergeben, wenn man die Zuordnung der Poly- 


nome zu den Wahrheitsfunktionen in der im vorigen Referat genannten Art durch- 
führt. @. Hasenjaeger (Berlin). 


Analysis. 
Allgemeines: 

Pompeiu, D.: Röflexions sur Parithmötique de Pinfini. Bull. sci. Ecole polytechn. 
Timisoara 11, 14—21 (1943). 

@ Boll, Marcel: Les etapes des math&matiques. (Que sais-je? Nr. 42.) Paris: Presses 
univ. de France 1942. 128 pag. et 47 fig. ffrs 12.—. 

Ein geistvoller, für den Laien bestimmter Essai über einige Hauptideen der Mathe- 
matik, wie Zuordnung, Menge, Zahl (rational, irrational, transzendent, reell, komplex), 
Zuordnung von Zahl und Raum, Grenze, nichteuklidische Geometrie. Ohne Formeln 
leichtflüssig und elegant geschrieben. Die geschichtlichen Angaben sind nicht immer 
zuverlässig. Harald Geppert (Berlin). 

@& Myrberg, P. J.: Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Helsinki: Otava 
1942. 466 8. [Finnisch]. 

Nach einem Einleitungskapitel über analytische Geometrie der Ebene und des 
Raumes werden im Hauptteil die Differential- und Integralrechnung, eine Einführung 
in die Lehre von den Differentialgleichungen, Reihenlehre und zum Schluß das Wich- 
tigste über Determinanten, lineare Gleichungen, komplexe Zahlen, algebraische Glei- 
chungen und ihre numerische Behandlung sowie Interpolationsrechnung gebracht. Die 
finnische Sprache erschwert natürlich für den deutschen Leser das Eindringen in die 
Feinheiten des Werkes; trotzdem glaube ich sagen zu dürfen, daß bei aller Beschrän- 
kung auf das für den Ingenieur und Naturwissenschaftler Wichtigste (das Buch ist 
aus Hochschulvorlesungen über Höhere Mathematik entstanden) dennoch ein streng 
wissenschaftlicher Standpunkt eingenommen wird, der eine gediegene Grundlage für 
tiefer gehende Studien bietet. So kann man dem Werke, das mit zahlreichen Bei- 
spielen und Anwendungen vielseitige Anregungen bietet, auch von deutscher Seite nur 
weiteste Verbreitung in seinem Heimatlande wünschen. Schmeidler (Berlin). 

® Mangoldt, Hans v.: Einführung in die höhere Mathematik für Studierende und 
zum Selbststudium. 7. Aufl. Vollst. neu bearb. u. erw. v. Konrad Knopp. Bd. 1 u. 3. 
Bd. 1: Zahlen, Funktionen, Grenzwerte, analytische Geometrie, Algebra, Mengenlehre. 
Bd. 3: Integralrechaung und ihre Anwendungen, Funktionentheorie, Differentialgleichun- 
gen. Leipzig: Hirzel 1942. Bd 1: XV, 585 S. Bd 3: XVI, 617 8. pro Bd RM. 15.—. 


Mengenlehre: 


Kurepa, Georg: Über eine Eigenschaft von Systemen linearer wohlgeordneter 
Mengen. Math. Ann. 118, 578—587 (1942). 

Etant donne un ens. ordonne E quelconque, on pose avec F. Hartogs [Math. 
Ann. %6, 438—443 (1915)] DB, = systeme de tous les sous-ens. bien ordonnes de E, 
le systeme E,, &tant partiellement ordonnd par la loi suivante: un element AE E, 
precede strietement un &l&ment BE E„ si A est un segment de B sans que B soit 
un segment de A. D’autre part un ens. partiellement ordonne T est appele par l’A. 
tableau ramifie, ou plus brievement tableau, si, pour tout el&ment a € T, V’ens. des 
elements de T qui precedent strictement a est bien ordonn&. Chaque sous-ens. d’un 
tableau 7 est videmment un tableau qui sera appel& sous-tableau de T. Un tableau T 
est dit degenere si, pour chaque a€ T, l’ens. de tous les elements de T comparables 
ä a est ordonne (et donc bien ordonne). Un tableau est dit normal s’il est fini ou s’il 
contient un sous-tableau dögenere de m&me puissance. La question de savoir si tout 
tableau est normal reste ouverte. Si E est un ens. ordonne quelconque, alors E 
est un tableau normal; mais la difficile question de savoir si chaque sous-tablean. 
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de E, est toujours normal, demeure irresolue. L’A. d&montre les theormes suivante 
1°: Si E est l’ens. des nombres reels ordonnes d’apres leur grandeur, alors chaque 
tableau T< E,, est normal; chaque tableau indenombrable TC E,, contient un sous- 
tableau de m&me puissance que 7 form& d’elements incomparables. 2°: Tout tableau 7 
dans lequel existe une fonction reelle strietement croissante, est normal; si de plus 7 
est indnombrable, alors 7 contient un sous-tableau de möme puissance que T form& 
d’elements incomparables. — D’autre part, un ens. ordonnd est dit separable s’il 
contient un sous-ens. denombrable et partout dense (voir l’A., ce Zbl. 14, 394); un 
ens. ordonn& est dit posseder la propriete de Souslin si chaque syst&me d’intervalles 
disjoints, non vides et ouverts de cet ens. est denombrable. Tout ens. ordonne separable 
jouit de la propriet€ de Souslin. L’A. d&montre que 3°: La condition necessaire 
et suffisante pour qu’un ens. E ordonn& et jouissant de la propriete de Souslin soit 
separable, est que chaque sous-tableau de EZ, soit normal. A. Appert (Rennes). 


Cuesta, Dutari N.: Konstruktion einer geordneten, diehten, nicht stetigen Menge 
mit der Kardinalzahl |w,|. Rev. mat. hisp.-amer., IV. s. 3, 38—40 (1943) [Spanisch]. 
Die Menge der lexikographisch geordneten Folgen 1a,4,0,... (&o,, in denen 
die a —=1 oder 2 und nur endlichviele gleich 1 sind, ist dicht, nicht stetig und von 
der Kardinalzahl |».| = N,. Hingegen ist Verf. die Konstruktion einer geordneten 
stetigen Menge der gleichen Kardinalzahl nicht gelungen. Harald Geppert (Berlin). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen : 


Albuquerque, J.: La notion de mesure de Carathöodory. Portugaliae Math. 3, 
258—262 (1942). 

Soit Z’(X) une fonction d’ens. definie et non negative pour tous les sous-ens. X 
d’un espace quelconquel, et verifiant les deux conditions suivantes: (O,): (X) <= I'(Y) 
OLE TE BAT E (& &) < I.T(X,) pour toute famille denombrable d’ens. X,. Un 


TC T 

ens. E est alors dit (avec ©. Carath&odory, Vorlesungen über reelle Funktionen, Leip- 
zig-Berlin 1927, chap. V) mesurable (J') siet seulement i /{X)>I(X-E) +I(X-—E) 
pour tout ens. Xc1. Il est connu que la famille {G} des ens. mesurables (J’) est un 
o-corps (C. Carath&odory, loc. cit.). Ceci etant, on suppose de plus que l’espace 1 
est un espace (F) c’est-A-dire un espace (V) au sens de Fr&chet verifiant l’axiome 
X = X, X designant la fermeture d’un ens. quelconque X. [Pour les principales axioma- 
tiques des espaces (F), en particulier pour les axiomatiques portant respectivement 
sur les notions de fermeture X, d’interieur, d’ens. ferm& et d’ens. ouvert, voir Ref., 
ce Zbl. 13, 154, 155. Ces axiomatiques ont &te retrouvees plus tard independamment 
par A. Monteiro qui a introduit le nom d’espace (F) (cfr. A. Monteiro, ce Zbl. 26, 
303).} Soit alors {Z} le plus petit o-corps contenant tous les ens. ferm&s de l’espace 1; 
les ens. de {L} sont dits les ens. mesurables (B). L’A. demontre que la condition ne- 
cessaire et suffisante pour que {L} C {G} est que la fonction J’(X) verifie la condition 
suivante (0): (X + NV)=ZI(X)+T(Y)s X-Y=0(ou Y-X=0); cette con- 
dition reste suffisante lorsque 1 est un espace (V) quelconque. La condition (Oz) 
generalise une condition connue de C. Carath&odory (loc. cit.) se rapportant aux 
espaces metriques. L’A. dit que la fonction J’(X) est une mesure exterieure dans 
J’espace (F) consid6re si elle verifie (C,), ce qui lui permet de generaliser aux espaces (F) 
les theories de la mesure de Jordan et de Lebesgue. A. Appert (Rennes). 

Olmsted, John M. H.: Lebesgue theory on a boolean algebra. Trans. Amer. Math. 
Soc. 51, 164—193 (1942). 

La donnee d’une fonction / & valeurs reelles finies, döfinie dans un ensemble A, 
determine une fonction qui, & tout nombre r6el «, fait, correspondre V’ensemble E(«) 
des z€ A tels que f(z)> &; cette fonction [& valeurs dans l’ensemble des parties P(4) 
de l’ensemble A] satisfait aux conditions suivantes: 1° elle est decroissante; 2° la 
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r&union des E(—n) pour n entier > 0 est A, l’intersection des #(n) est l’ensemble 
vide; 3° la reunion des B(o + _ pour n entier >0 est Z(x). Inversement, la donnee 


d’une fonction E(&) & valeurs dans P(A) et satisfaisant & ces conditions determine f, 
f(x) &tant la borne superieure des & tels que zE E(a). L’Au. montre que toutes les 
notions relatives aux fonctions f (somme, produit de deux fonctions, produit d’une 
fonction par un nombre, inegalites, puissance p-ieme) peuvent se definir uniquement 
au moyen des fonctions E(&) correspondantes, et des operations de reunion et d’inter- 
section dans P(A). D’oü la gen£ralisation de ces notions au cas oü #(«&) est une 
fonction d’une variable reelle prenant ses valeurs, non plus dans un P(A), mais dans 
un „lattice“ B ayant un plus grand et un plus petit: &l&ment, et oü tout ensemble 
admet une borne sup£rieure (lattices „o-complets“). On definit aussi l’analogue de 
la notion de ‚‚fonction caracteristique‘ d’un ensemble, ce qui permet de derouler toute 
une thöorie de la mesure et de l’integration calquee sur la theorie classique de Lebesgue, 
mais oü tout est exprime & l’aide des Z(«); l’Au. d&veloppe en particulier l’analogue 
de la theorie des espaces LP et l’analogue de la theorie des fonctions absolument con- 
tinues (par rapport & une mesure donnee). S’appuyant sur des resultats de Freuden- 
thal (ce Zbl.14, 313), l’Au. montre aussi que, si F est un espace vectoriel qui est 
en möme temps un „lattice‘‘, et possede un el&ment note 1 tel que 2> 0 entraine 
inf(1, x) > 0, il peut &tre plonge dans un espace analogue 2, forme de fonctions E(«) 
& valeurs dans un lattice B bien determine par F (lorsque F est l’ensemble des fonc- 
tions integrables sur un segment, Q est l’ensemble des fonctions mesurables sur ce 
segment; le proced& de l’Au. consiste & interpreter en termes des #(x) le passage d’un 
de ces espaces & l’autre). Le point de depart de l’Au. dans ce travail est le m&me que 
celui de F. Wecken (ce Zbl. 21, 224), mais ce dernier se place dans le cas oü le lattice B 
est tel que chaque element admette un ‚„complementaire‘‘, ce qui a pour consequence, 
d’apres un theoreme de Stone, que B est isomorphe & un sous-lattice d’un P(A), et 
permet, pour la theorie de l’integration, de se ramener aux definitions habituelles. 
J. Dieudonne (Nancy). 

Maharam, Dorothy: On measure in abstraet sets. Trans. Amer. Math. Soc. 51, 
413-433 (1942). 

Ein Satz von Banach und Tarski [Fundam. Math. 6, 244-277 (1924)] besagt, 
daß 2 L-meßbare Mengen M,,M, des euklidischen Raumes maßgleich sind, dann und 
nur dann, wenn sie „modulo der Nullmengen zerlegungsgleich‘“ sind, d.h. wenn ein 
masßgleicher Teil M’ bzw. M’ bzw. M, von M, existiert, welcher als Summe abzähl- 
bar vieler, fremder, meßbarer Mengen MW, bzw. M/ darstellbar ist derart, daß MW, kon- 
gruent ist zu M,. Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Verallgemeinerung der 
aus diesem Satze folgenden Definition der Maßgleichheit auf allgemeinere Systeme M 
von Mengen modulo eines Systems von Nullmengen bei geeignet gewählter Abbildungs- 
klasse ®. Demgemäß werden im I. Teil komplementäre, distributive o-Verbände mit 
Nullelement betrachtet (insbesondere besitzt also jede Elementenfolge {a,} ein supre- 
mum und infimum, a, bzw. //a, und es gilt a(Xa,) = Za(a,) und eine Klasse ® 
von o-Isomorphismen der Hauptideale in M [insbesondere ist also ®(La,) = EG (a,), 
© (IIa,=II®(a,)]. Durch ® wird eine Äquivalenz (=) zwischen den Elementen von M 
definiert, welche volladditiv und erblich ist (letzteresin dem Sinne, daß aus a b,ala 
die Existenz eines b’<< b folgt mit a’ b’). Für die beschränkten Elemente von M (dh 
diejenigen, welche zu keinem echten Teil äquivalent sind) ist — auch subtraktiv und 
monotone Limiten äquivalenter beschränkter Elemente sind äquivalent. Diese Ergeb- 
nisse führen insbesondere zu einem neuen Beweise des Satzes von Banach-Tarski. 
Die Definition eines vollständigen Maßes wird angegeben. Im II. Teil wird als Maß 
eines Elementes a von M erklärt die Klasse der zu « äquivalenten Elemente; im System 
dieser Maße wird eine teilweise Ordnung sowie eine Addition erklärt. Ferner wird eine 
notwendige und hinreichende Bedingung angegeben dafür, daß dieses System von 
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Maßen ordnungs- und additionsisomorph ist zu einem System positiver reeller Zahlen. 
Im III. Teil wird ein Verband M betrachtet, über welchem eine (reelle) Maßfunktion la| 
(im üblichen Sinne) erklärt ist und es wird eine hinreichende Bedingung für |a| an- 
gegeben, unter welcher zwei maßgleiche Elemente vermöge eines o-Isomorphismus 
einander derart entsprechen, daß |a| gemäß der im II. Teil entwickelten Theorie 
gewonnen werden kann; dieser Fall liegt für ein Maß in einem separablen Borelsystem 
vor, in welchem keine kleinsten Mengen positiven Maßes existieren. Haupt. 

Amerio, Luigi: Sulla definizione di integrale di Lebesgue. Boll. Un. Mat. ital., 
1I.s. 5, 27—31 (1942). 

Cette courte note, de caractere didactique, etend aux fonctions de plusieurs 
variables la definition de l’intögrale de Lebesgue qu’a donnee Tonelli au moyen 
des fonctions quasi-continues [Ann. Mat. pura appl. (4) 1, 105—145 (1924)]. 

Frederic Roger (Berlin). 

Schwartz, H. M.: Sequences of Stieltjes integrals. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 
947—955 (1941). 

Sur les suites d’integrales de Riemann-Stieltjes, l’aut. rappelle les r&sultats 
suivants: A [E. Helly, S.-B. Akad. Wiss. Wien, math.-naturwiss. Kl., IIa, 121, 265 
—297 (1912)]. Soit 9,(z) (n=1,2,...) une suite infinie de fonctions reelles definies 
sur l’intervalle fini ferme I = (a, b), satisfaisant aux conditions: (1) Variation totale 
de 9, sur 1=V7,(9)=M (M constante fixee); (2) , —g sur I quand n — 00; alors, 
pour toute fonction f(x) continue sur I, on a (3) [ fan j /dg (les integrales &tant 
prises sur /, de m&me que toutes les suivantes). B[J. Shohat (1937), ce Zbl. 18, 119]. 
Soit {g,} une suite de fonctions monotones et uniform&ment born&es sur I, telles que 
(4) 5, —>g sur E oü E est un ensemble partout dense sur ] contenant les extremites a 
et b, et g une fonction monotone (toutes les g„ et g monotones dans le m&me sens); 
alors on a (3) pour toute fonction f(x) pour laquelle (5) [ fdg„ (n=1,2,...) existent, 
(6) f' fdg eziste. — Poursuivant l’Etude des conditions de la convergence (3), l’aut. intro- 
duit (7) g >gsur Ü oü g appartient & la classe V des fonctions & variation borne&e sur I 
et © designe l’ensemble des points de continuite de g augment£ de a et b, et demontre 
ce lemme: sous les conditions (1), (5) et (6), la convergence (3) est assur&e par (7) aussi 
bien que par (2). Puis il demontre les theoremes suivants: 1. Si l’on a (2), de maniere 
a avoir (3) pourtoutefonction fde V pourlaquelle vallent (5) et (6), il suffit que la suite {g,} 
soit uniform&ment bornee. 2. Si les singularites de f sont au plus de premiere espece, 
alors (1), (2), (5) et (6) entrainent (3). 3. (generalisation de B). Si, en plus de (2) on a (8) 
V,(9,) > Vı(g) (9n, g dans V), alors (5) et (6) entrainent (3). 4. Pour assurer la validite 
de (3), il suffit que soit verifiee, en plus de (1), (2) et (5), la condition (9) pour toute 
fonction limite v(z) de la suite {VZ(q)} f {dv existe. Enfin Y’aut. enonce quelques 
resultats relatifs au cas d’un intervalle / infini. Frederic Roger (Berlin). 

Cesari, Lamberto: Sul eoneetto di trasformazione assolutamente continua. Boll. Un. 
Mat. ital., II.s. 5, 5—10 (1942). 

Dans une note pr&c&dente (ce Zbl. 26, 308), l’aut. definit une transformation plane 
absolument continue comme satisfaisant simultanement a deux certaines con- 
ditions (a) et (b). Ici, l’aut. donne deux exemples de transformations & variation 
bornee verifiant, la premiere (a) mais non pas (b), la seconde (b) mais non pas (a). 
Par contre, (b) devient consöquence de (a) dans le cas des transformations dites (I) re- 
gulieres, ou (ZI) non degen£rees. Frederic Roger (Berlin). 

Neder, Ludwig: Modell einer Leibnizisehen Differentialreehnung mit aktual unend- 
lich kleinen Größen sämtlicher Ordnungen. Math. Ann. 118, 718—732 (1943). 

Verf. hat früher (dies. Zbl. 25, 397) die Widerspruchsfreiheit einer durch Weg- 
lassung der unendlich kleinen Größen höherer Ordnung vereinfachten Differential- 
rechnung mit unendlich kleinen Größen nachgewiesen. Nunmehr wird Entsprechendes 
unter Einbeziehung unendlich kleiner Größen aller Ordnungen n (n=1, 2, ...) gezeigt. 
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Demgemäß werden als (unabhängig) Variable X, Y hyperkomplexe Zahlen mit un- 
endlich vielen Einheiten: X=[2,, 2, ...]=[%,], Y=(%o, Yı> .)=(%) zugrunde ge- 
legt, wobei die x,, y, reelle Zahlen bezeichnen. Die X bilden einen Ring R gemäß 
folgender Festsetzungen: X + Y=(%, + y), X Y= (+ %-ıYı + + 20%); 
X=Y-,=y},v=0,1,... Es heißt (z,) endlich (von der Ordnung 0) bzw. un- 
endlich klein ven der Ordnung n, wenn &,+ 0 bzw. wenn 9 =:-- = Mm-1 —u; 
Zone bilden die „realen“ Zahlen (im Folgenden mit kleinen 
Buchstaben bezeichnet) (x,) mit z,=0 für v>1 einen zum Ring der reellen 
Zahlen isomorphen Unterring. Die Folge von unendlich kleinen Größen (minde- 
stens erster Ordnung) X,, e =1,... wird als konvergent erklärt, wenn XL, 
für 0>r bei hinreichend großem r unendlich klein ist von beliebig hoher Ord- 
nung. Demgemäß konvergiert jede „Differentialpotenzreihe“ D.a,(dX)”, wobei das 
„Differential“ dX (unendlich klein) von mindestens erster Ordnung ist (a, real). 
Wird die Reihensumme Null für mindestens ein dX von genau erster Ordnung, so 
sind alle a, Null. Als Funktionen F(X) werden nur in Betracht gezogen die ‚„‚Deck- 
funktionen“ zu reellen (beliebig oft differenzierbaren) Funktionen f(x) einer reellen 


Veränderlichen x, d.h. die, den f(x) vermöge F(X) = F(f; X) =} (!)"149(z,) (4X) 
v=0 


zugeordneten F(X), wobei /")(z,) die (gewöhnlichen, reellen) Ableitungen von f(2) 
bedeuten und wobi X =,+dX=[%, %, -..]) ferner F(x,) = f(z,). Aus 
Fif;X)=F(g; X) folgt f(z) =g(x). Als v-te Ableitung Fe$(f; X) =FP)(X) von 
F(f; X) wird erklärt F(fM; X). Regeln für das Rechnen mit Ableitungen (Ableitung 
der rationalen Verbindungen, der Umkehrfunktion; Kettenregel) werden angegeben. 
Das v-te Differential d’F(X) von F(X) wird erklärt durch d(d-1F(X))=d’F(X), 
dF(X)=F(X +dX) — F(X). Es ist dann EF(X) = FO(X)(dX)+ E,,ı und, falls 
dX von genau erster Ordnung, auch #F(X): (4X = F®(X) + E,, wo E, von min- 
destens e-ter Ordnung. Regeln für die Berechnung der „Differentialguotienten‘“ 
d’F:(dX)” werden hergeleitet. Haupt (Erlangen). 

Bödewadt, U. T.: Die Kettenregel für höhere Ableitungen. Math. Z. 48, 735—746 
(1943). 

Es wird das Ziel gesetzt, die Kettenregel auf höhere Ableitungen derart zu ver- 
allgemeinern, daß sie unmittelbar auch auf mehrfach zusammengesetzte Funktionen 
anwendbar sei. Dies gelingt Verf. mit Hilfe der durch Faä di Bruno explizit dar- 
gestellten Differentialoperatoren D;„, welche durch 


k 
D#F,(F, ()) a Din fi () z D"F,(F,) 


definiert sind, wobei D zur Bezeichnung der Ableitung nach der angegebenen Ver- 
änderlichen dient. Wegen D;ı = D* wird mit Kettenregeln für die D;„ auch das 
gesetzte Ziel erreicht. Für einfach zusammengesetzte Funktionen gilt die Kettenregel 


k 
DinFs(F, (t)) 2 DiıF,(d - DinFa(F}): 


Für mehrfach zusammengesetzte Funktionen lautet die Regel völlig analog, ihre 
Struktur ist aus’ der für zweifach zusammengesetzte Funktionen gültigen Kettenregel 


DynFs(Fs(F, ())) = Dia, Fı() x Di,,F2(F}) i Di,.,F3(F;) 


ersichtlich, wobei die Summation über alle Kombinationen (Ay, Aı, Ag, As) zu erstrecken 
ist, die der Relationk=4,>4,>%,>/, = n genügen. Verf. benutzt seine Formeln, 
um die höheren Ableitungen der Umkehrfunktion durch die der ursprünglichen Funk- 
tion explizit darzustellen. Er verallgemeinert seine Kettenregel auch auf zusammen- 
gesetzte Funktionen, bei denen die vermittelnden Funktionen mehrere Veränderliche 
enthalten. Die Formeln sind eigentlich recht verwickelt, erscheinen aber, dem Gebrauch 
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geeignet gewählter Symbole zufolge, auch im kompliziertesten Fall in einfacher Gestalt. 
Sie enthalten als Sonderfälle mehrere bekannte Ergebnisse, insbesondere von 
U. Amaldı [Rend. Circ. mat. Palermo 42, 94—115 (1917)] und A. Mambriani 
(vgl. dies. Zbl. 10, 58, 160, 347). Außer der Symbolik sind noch die Kettenregeln 
für Di, mit n>1, sowie für mehrfach zusammengesetzte Funktionen als neu zu 
bezeichnen. A @. Hajös (Budapest). 

Grüß, Gerhard: Über das 9 im verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrech- 
nung. Math. Z. 48, 712—714 (1943). 

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung ist unter be- 
kannten Bedingungen » b 
[Ha)p(@)dz = fa + 9b — a)) [p(x)dz 

a @ 

mitO=#=]. Hier kann auch O<d<1 erfüllt werden. Verf. bemerkt in einer 
zusätzlichen Note, daß dieses Ergebnis schon 1940 von E. Jacobsthal (Über den 
Mittelwertsatz der Integralrechnung [Norske Vid. Selsk., Forh. 13, 27—29]) mitgeteilt 
wurde. @. Hajös (Budapest). 


Allgemeine Reihenlehre: 


Hadwiger, H.: Über die Umordnungsstärke und eine Erweiterung des Steinitzschen 
Satzes. Math. Ann. 118, 702—717 (1943). 


Es sei (1) Ip, =0 eine bedingt konvergente Vektorreihe des s-dimensionalen 
v=1 

Vektorraumes, wobei die Voraussetzung, daß die Reihensumme verschwindet, un- 
wesentlich und nur formaler Natur ist. Das Studium der Umordnungen von (1) wird 
beherrscht durch den Satz von E. Steinitz: Die Summenmenge $ der Reihe (1), 
d.h. die Gesamtheit aller als Summe konvergenter Umordnungen von (1) darstell- 
baren Vektoren, ist eine lineare Vektormannigfaltigkeit. Verf. bringt nun einen inter- 
essanten neuen Gesichtspunkt bei durch Einführung eines Maßes für die Stärke einer 
Umordnung, welches sodann in Beziehung zur entsprechenden Umordnungssumme 


gesetzt wird. — Ist (2) I, eine Umordnung von (1), so gibt es zu jedem n—=1,2,... 


v=1 N j 
eine größte Zahl N(n) und eine kleinste M(n), so daß alle Summanden von 2)p, in 
n M »=1 
NE und alle Summanden von op, in D)v, vorkommen. Man bilde die Folge 
v=1 y=1 v=1 
_Jogll + M(n) — N (n)] 
m Rt Nm 


und setze =, falls x, nicht beschränkt ist, andernfalls x — lim 2,; % heiße die 


Umordnungsstärke der Umordnung (2). Ist x > 0, so verstehe man unter der Stärke- 
klasse U; die Gesamtheit aller Umordnungen, deren Stärken 2 < x ausfallen; U, sei 
die Gesamtheit aller Umordnungen der Stärke z=0. Denkt man sich auf (1) nur 
Umordnungen einer gewissen Stärkeklasse U, ausgeübt, so gewinnt man dadurch eine 
gewisse Summenmenge 8,. Es gilt nun: Für ein «=1 ıst pe eine lineare Vektor- 
mannigfaltigkeit. Es gibt Fälle, in denen S, ein echter Teil von S ist; es kann aber 
auch S, mit S übereinstimmen. — Eine Umordnung, die die Summe von M) nicht 
verändert, heiße wirkungslos. Die wirkungslosen Umordnungen lassen sich nicht un- 
abhängig von der umzuordnenden Reihe charakterisieren. Es werde nun vorausgesetzt, 
daß (1) einen endlichen Konvergenzexponenten A besitze, d.h. es möge Zahlen $ > 0 


geben, so daß (3) > |v,|? konvergiert; A(=1) ist sodann die untere Grenze aller ß, 
v1 


für welche (3) konvergiert. Dann gilt: Für ein x <A! besteht $, aus dem Nullvektor. 
Die Schranke A-! kann dabei nicht vergrößert werden, denn es gilt die folgende Um- 
kehrung: Ist für ein «>0 und ein A>1 die Summenmenge S, jeder Reihe (1) vom 
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Konvergenzexponenten A der Nullvektor, so ist «=A"!. Es ergibt sich noch, daß 
eine Umordnung verschwindender Stärke stets wirkungslos ist. Meyer- König. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Büekner, Hans: Über die Darstellung einer Funktion durch ihre iterierten arith- 
metischen Mittel. Jber. Dtsch. Math. Vereinig. 52, Abt. 1, 200—204 (1942). 
Es sei /,(&) eine in (0,1) stetige Funktion und 


Ka=lln-ı0d, 0<2=1 KO=h-10). #=-123..) 
0 


Verf. zeigt einmal die Gültigkeit der Hilfsformel 
z = 
[ih — IıtaPat = [Io — hd, 
6 6 


und leitet dann die interessanten Identitäten 


ha)= DM), —[InWPdt = >) Mil) 
k=0 0 k=0 


her; hierbei bedeutet & 
Muh) = DV )fern@)- 
en H. Hadwiger (Bern). 

Widder,. D. V.: Completely eonvex funetions and Lidstone series. Trans. Amer. 
Math. Soc. 51, 387—398 (1942). 

Verf. behandelt die Frage nach der Entwickelbarkeit einer reellen Funktion f(x) 
in eine Lidstonesche Reihe 

Ka) = INA) +FAAl- Da +WAd) +POMAM-D)+t--, 
worin die A, (z) Polynome vom Grade 2r+1 sind unddurch A,(2)= 2, A ()=4,-1 (2), 
A,(0)=A,(l) =0; n=1,2,3,... definiert werden. — Eine reelle Funktion f(x) 
gehöre zur Klasse P, wenn eine positive Zahl p < x existiert, für welche {M(0)—=0O(p*) 
bei n — oo ist. Jede Funktion dieser Klasse läßt sich in eine Lidstonesche Reihe ent- 
wickeln, die in O<z=1 gleichmäßig gegen f(x) konvergiert. — Verf. bezeichnet 
eine reelle Funktion f(x) als vollständig konvex ina=x=b, wenn sie dort beliebig 
oft differenzierbar ist und (— 1) /C#(z) > 0 für k=0,1,2,...gilt. Jedeina<z=<b 
reelle, vollständig konvexe Funktion f(x) gehört zur Klasse P, sobald b — a > 1 ist. — 
Um sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingungen für die Entwickelbarkeit 
einer reellen Funktion f(x) in eine Lidstonesche Reihe zu erhalten, führt Verf. den 
Begriff der minimal vollständig konvexen Funktion ein. f(x) heißt im Intervall 
0=r=1 minimal vollständig konvex, wenn dort /(x) vollständig konvex ist, aber 
nicht mehr f(x) — esinzz für &> 0. Verf. beweist, daß sich f(x) dann und nur dann 
durch eine absolut konvergente Lidstonesche Reihe darstellen läßt, wenn /(x) als 
Differenz zweier in 0O<x=<1 minimal vollständig konvexer Funktionen erhalten 
werden kann. Lammel (Prag). 

Schaeffer, A. C., and 6. Szegö: Inequalities for harmonie polynomials in two and 
three dimensions. Trans. Amer. Math. Soc. 50, 187—225 (1941). 

Untersucht werden zunächst harmonische Polynome in zwei Variablen: 


n 
u(z, y) = U(r,Q) = a, + 2°) r(a, cosvp + b,sinvo). 
v=1 
Wir stecken sie in die Klassen K„ bzw. L„, je nachdem das trigonometrische 


Polynom U(1,9)=U(p) den Bedingungen 3) <] bzw. u()=0, 0=zx=2n—1 


Senügt. Die methodische Grundlage bildet eine Interpolationsformel: Es seien A,, Ur 
®=1...n) gegebene reelle Zahlen mit 4, = m = 0; mit ihnen bildet man das 
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Polynom n 
g(p) = 22 (h cos(n — 9)P — w,sin(n — »)p), 


wo > bedeutet, daß der erste und letzte Summand mit dem Faktor 4 zu versehen 
n 
ist, und die Konstante @ = A,a, + 2D)(A,a, + u,b,), dann gilt: 
2n—1 ri 


a) > (1%) ul) = 2nG. 
0 


Wählt man speziell die A,, u, so, daß (2) ()>0 bzw.(— rg )>0 ((<x=<2n-1) 

ist, und gehört U(p) zu K„ bzw. L„, so folgt daraus (3) || <A, bzw. G>0, und 

ist für ein x (2) verletzt, so gibt esin K„ bzw. L, ein Polynom, das (3) nicht erfüllt. 

Als Anwendung dieser Sätze findet man die beiden folgenden Aussagen: Gehört U(9) 

zu K„ bzw. L,, so ist für R>1 

(4) v(R, Be ar RrU(R-,, |<m re U(R, =)|<mulr-s, u 
Baal 

Gelten die Voraussetzungen (über K„, L,) statt nur an den Stellen — für alle 9, so 

auch die Folgerungen (4); statt (4a) kann man auch 

(5) U(R, |<m bzw. |U(R,gQ)|< Mr 


schreiben. Diese Aussagen umfassen z. T. bekannte Sätze. — In Verallgemeinerung 
einer Ungleichung von S. Bernstein bewies Szegö (Schr. Königsberg. gel. Ges. 1928, 
59—70) den „Gradientsatz“: Gilt |U(r,9)|&1in r=1, so ist 


(6) \gradU(r,g)| + nlo,(r,p)|<en für r=sIl, 


wobei Igrad Ur, o)| ee yv: + (r-1U,) 


und 


n 
sr,)=n+ BE (1 _ =) r’ (a, cosvp + b,sinvgQ) 


v=1 
das n-te Cesärosche Mittel 1. Ordnung bedeutet; gilt aber U(l,9)=>0, soistinr<1l 
(7) |gradU(r, 9)|<no,(r, 9). 


Die obigen Interpolationssätze gestatten nun die folgende Verallgemeinerung dieses 
Gradientsatzes: U(p) gehöre zu K,„ bzw. L,, und es si p>g=0, p+49=2, 


Ir, p) = 2Ir (a, sinvp — b, sinvp) 


ein zu U(r,@) konjugiertes Polynom, dann gilt für reelle «: 


0 Imelnz)opejemejrns)- es] 
+lraß.2)eruln Slar-r 
an dl o(n ) E u(a = I sin«|V(p, =) =, (a n) 


il 8 EN 
= ru, ) u u(-. 2), 
wobei auch der Fall des Gleichheitszeichens geklärt werden kann. Alle diese Sätze 


N 
geben zu Folgerungen in der Funktionentheorie Anlaß, z. B. (8a): Ist für F(z) 2 AR 
in |2]|<1 |RF(@)|<1, so gilt 


Fon) - Fa) + IR r(&) - Frl) r- 
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Im Dreidimensionalen beweisen Verff. mit wesentlich schwierigeren Mitteln ein Ana- 
logon von (5). Es sei u(z, y, 2) = U(r, 0, @) ein harmonisches Polynom n-ten Grades, 
das in der Einheitskugel die Ungleichung |u(z, y,2)|<1 erfüllt; dann gilt für jeden 
Punkt außerhalb dieser Kugel, d.h. 2+y?+.?=R?>1: 


ee 
© ua yalsnR) =; rer t 2 


n2—(n+1)2 er n?—(n+1? M—(n-1? zm-4 1 

+(2n—35) ee +(2n 1) . n°—(n— 2) = n—(m 4)? 1 aa =F . 
Der sehr schwierige Beweis erfordert eine Analyse der Funktion c„(R). Verff. beweisen 
die elegante Darstellung: 


n(R=R"+ 


(R® - 1)(® —1) ö ce ne 
en. (an) end 


— [ann 2 I Pony inda 


v‚=0 

(P, = Legendresche Polynome). — Die Gleichheitin (9) tritt nur für Polynome u(z, y, 2) 
ein, deren Randwerte auf der Einheitskugel die Form + cosny haben, wo y den 
sphärischen Abstand des Punktes (1, 0, @) von einem festen Punkt (1, 0,, 9.) bedeutet, 
und auch dann nur, wenn (x, y,z) auf der Verbindungsgeraden von (1, 0,,@,) nach 
dem Nullpunkt liegt. — Unter den Voraussetzungen der Ungleichung (9) gilt auf der 


Einheitskugel 2 1 

ul „nm _ 1, ch[a-g? 

Or <c,(l) =, == 3 35 2 [ (1+1)% dt 

0 1 
und 92 (1 a 
U 7 % = 
za an tritt 
0) 


mit den gleichen Bemerkungen über den Eintritt des Gleichheitszeichens. Asymptotisch 


a (R)-3 Yan —R®)-R%, mo. 

In einem Anhang behandeln Verff. die folgende Frage: In der komplexen z-Ebene sei E 

die Ellipse mit den Brennpunkten +1 und den Halbachsen $3(R-+ R-!); f(z) sei ein 

Polynom n(=5)-ten Grades, das für z€ E die Ungleichung |f(z2)|>1 befriedigt; was 

kann man über u maz|’(@)| aussagen ? Sie zeigen folgendes negative Ergebnis: 
z z 


Es gibt Polynome f(z)n-ten Grades mit |(J)| <1 für zE E, so daß 
2n R" — R* 


‚(1 3 
PIGR+ RO) > an 
ist, d.h. das obige Problem wird nicht durch Tschebyscheffpolynome gelöst. 
Harald Geppert (Berlin). 
© Denjoy, Arnaud: Legons sur le caleul des eoeffieients d’une serie trigonomötrique 
enseignees & P’Universit€ de Havard. I. La differentiation seconde mixte et son appli- 
cation aux series trigunomötriques. (Colleetion de monographies sur la thöorie des fone- 


tions, publiee sous la direetion de E. Borel). Paris: Gauthier-Villars 1941. XIV, 84 pag. 
ffrs 60.—. 


Buchholz, Herbert: Eine einfache Reihentransformation bei einer sehr allgemeinen 
Fourierschen Reihe. Z. angew. Math. Mech. 22, 277—286 (1942). 

Für die Berechnung der Reihensumme einer Fourierschen Reihe mit dem all- 
gemeinen Gliede »*(cosnz)/(n — a)* wird eine Reihentransformation angegeben, die 
sich insbesondere dann als vorteilhaft erweist, wenn r nur wenig kleiner als 1 oder 
gleich 1 ist und A eine reelle Zahl bedeutet, die nicht wesentlich größer als 1 ist. Bei 
der Herleitung der Transformation wird von einem Mellinschen Kunstgriff, die Expo- 
nentialfunktion durch eine Integraldarstellung über der [Funktion zu ersetzen und 
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sodann die Reihenfolge von Summation und Integration zu vertauschen, Gebrauch 
gemacht. Die Heranziehung der von Mellin bereits näher untersuchten verallgemei- 
nerten Z-Funktion gestattet dann eine Darstellung der vorgelegten Reihe im wesent- 
lichen in Form einer Potenzreihe nach x, die in gewissen Fällen noch ein logarithmisches 
Glied enthält. Eine große Anzahl bekannter und auch neuer Formeln läßt sich aus 
der Reihentransformation, als einheitlicher Quelle, ableiten. Garten (Leipzig). 

Foä, Alberto: Sulla sommabilitä forte delle serie di Legendre. Boll. Un. Mat. ital., 
II.s. 5, 18—27 (1942). 

Verf. erweitert einen Satz von Hardy und Littlewood über die starke Summa- 
bilität Fourierscher Reihen. Er beweist: Wenn f(x)E L’in (-1,1), r>1, definiert 
und k>0 ist, so ist in jedem inneren Punkte x von (—1,1), für den 


h 
D,,) = [|f@ +9) — fa)'dt = o(h) 
0 


ist, auch 


I I») - Fa) = 0; 


v v—=0 
dabei ist s,(x) — 2 a ul) mit 
m=0 rl 
le N 2 1 
Pal) Sun nn m No) Pnla)dz. 


1 
Giovanni Sansone (Firenze). 
Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Toscano, Letterio: Legamitra formule limiti su polinomi eiassiei. Boll. Un. Mat. ital., 
II.s. 5, 31—34 (1942). 

G. Palamä (dies. Zbl. 20, 222) gab zwischen den Hermiteschen und den verall- 
gemeinerten Laguerreschen Polynomen die Grenzbeziehung 


e rn) x 1 
() Ha) = Pilimjarıy“ (E45) 


a 
an; in einer späteren Arbeit (dies. Zbl.26, 214) wurden weitere Grenzbeziehungen 
dieser Art gewonnen. Verf. beweist, daß aus (*) die ersten beiden Grenzformelr des 
letztgenannten Referates und aus der vorletzten die letzte (die sich auf Gegenbauersche 
Polynome beziehen) durch einfachen Grenzübergang hergeleitet werden können. 
Harald. Geppert (Berlin). 

Sheffer, I. M.: Some applications of certain polynomial elasses. Bull. Amer. Math. 
Soc. 47, 885—898 (1941). 

Verf. berichtet über Eigenschaften und Anwendungen gewisser Folgen von Poly- 
nomen. Zunächst werden formale Eigenschaften Appellscher Polynomfolgen {P,(x)} 


(n=1,2,...), welche durch an) 


Beziehungen zu Funktionalgleichungen behandelt. Hierauf betrachtet Verf. den 
allgemeineren Fall der Polynomfolgen vom Nulltypus. {P,(z@)}} (n=1,2,...) wird 
als Polynomfolge vom Nulltypus bezeichnet, wenn es einen Operator J von der 


Form J[y(z)] 2 ny9(z), c% #0 und c,, €, .... Konstante, gibt, für welchen 
=ı 


Enz) = P,(e) ist. Ferner befaßt sich Verf. eingehender mit der Differential- 
gleichung L[y(z)] = y9+ 0,(2) yFD+ --- + 0,(2)y = F(x) und der entsprechenden 
Differenzengleichung. Der Bericht schließt mit einigen Bemerkungen über Null- 
funktionen. Hierunter versteht Verf. nicht identisch verschwindende Funktionen (x), 
für welche M,[f(2)]=0,n=0,1,..., gilt, wenn {M,} eine Folge von Funktionalen 
ist, die die Gestalt M,[f(z)] = &nof(0) + mıf'(0) + --- haben. Vgl. insbesondere die 
Originalarbeiten des Verf. (dies. Zbl. 9, 353; 13, 166; 15, 12; 18, 136 und 22, 15). 
Lammel (Prag). 


— P„(x) definiert werden können, und ihre 
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Rutgers, 3. 6.: Extensiou d’une serie des fonetions de Bessel, due & Lommel, et’de 
quelques series des fonetions de Bessel analogues. 2. Akad. Wetenschap. Amsterdam, 
Proc. 45, 987-993 (1942). | 

Im Anschluß an den 1. Teil der Arbeit (dies. Zbl. 27, 305) führt Verf. im 2. Teil 
seine Untersuchungen über Lommelsche Reihen fort. Dabei handelt es sich wieder 
im wesentlichen um die Zusammenstellung einer größeren Anzahl von Formeln für 


gewisse unendliche Reihen nach Besselfunktionen, z. B. vom Typus 


oo oo 


>’ (2n + 1)2%+1 7, 0.1(2) oder Z(2n + Drrr2 Jnu.5(2). 
n=0 n=0 Henning Müller (Darmstadt). 
Funktionentheorie : 


Gongalves, J. Vicente: Contours de Jordan et integrale de Cauchy. Portugaliae 
Math. 3, 253—257 (1942). 

Cet article est un compl&ment & une publication anterieure de l’auteur (ce Zbl. 25, 
151), & propos de laquelle le ref. avait cru devoir soulever quelques objections. — 
Dans la premiere partie du present travail, l’auteur reprend, avec quelques precisions 
et simplifications, un proced& qu’il avait donn& auparavant pour l’approximation d’un 
contour de Jordan C par une suite de lignes polygonales H formees de segments 
paralltles & deux directions orthogonales. Dans la deuxieme partie, il l’applique 
au theoreme classique de Cauchy-Goursat sur l’integrale le long de €. Mal- 
heureusement l’obscurite subsiste ici sur deux points essentiels: 1° il n’est precise en 
aucun endroit; ce que l’auteur entend par la valeur de l’integrale ih f(z)dz quand C 

Ü 


est un contour jordanien non rectifiable et 2° on ne voit pas comment les con- 
tours d’approximations H,„ peuvent rester bornes en longueur dans leur ensemble 
quand le contour( est de longueur infinie, afin de justifier l’application, dans 
le cas general, d’une proposition etablie ant&rieurement par l’auteur, rappel&e page 255, 
et oü il est specifie que les longueurs des courbes variables C, „forment un ensemble 
borne‘“. S. Stoilow (Bucarest). 

Bruijn, N. G. de: Über die absolute Konvergenz Dirichletseher Reihen. Versl. 
Nederl. Akad. Wetensch. 52, Nrl, 23—28 u. dtsch. Zusammenfassung 28 (1943) 
[Holländisch]. 

Verf. beweist, in Verschärfung eines Satzes von Grandjot [Math. Z. 26, 593 
bis 618 (1927), Satz 10] den Satz: Ist f(s) (s = o + it) für > o, regulär, für genügend 


großes o in eine konvergente Dirichletsche Reihe 2) a„e”® mit = O(e"l+9) 


1 
B Anzı An 
l=0, 5>0) entwickelbar, gilt /(s) =O(|t) für o>o,, |{>1(k>0) und 
T 


4 
all + it)|?dt = O(T?”), so ist die Dirichletreihe für e >, + rl + 31 absolut 
-T 


konvergent. E. Hlawka (Wien), 
Badeseu, Radu: Sopra una generalizzazione dell’equazione funzionale di Poinsot. 
(Bologna, 4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 154—161 (1942). 
Dans un autre travail l’au. a &tudie l’&quation (1) f(2) = Afl&z2) + p(z), dans le 


cas ot |&| <1 et p(z) = PD) p12"”, p designant un nombre arbitraire reel et la fonc- 
ö 


tion z"?p(2) etaht supposee meromorphe dans tout le plan & l’exception du point & 
0-0, 


Vinfini. En designant par L les courbes e=pur ? ‚z=oe, x =rei®, qui ne 
changent pas par la transformation Z = «2, l’au. donne quelques resultats relatifs & 
la solution de l’&quation (1) dans le cas oü p(2) est holomorphe sauf au point z=0 
dans un domaine D’ born& par deux courbes L’ et L’ et un cercle lz2|= K, et tend 
vers une limite lorsque 2— 0 sur une courbe Z’” contenue dans D’. La solution 
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!(z) => A"p(&"z) est alors holomorphe dans D’. II affirme que tous les resultats 


qu’il a obtenus pour le premier cas peuvent ötre facilement transposes dans le cas 
actuel. N. Obreschkoff (Sofia). 
Laasonen, Pentti: Zum Typenproblem der Riemannschen Flächen. Ann. Acad. 
Sci. Fennicae AI, Nr 11, 1—7 (1942). 
Une surface de Riemann ouverte F &tant donn&e, on peut y definir une metrique 
en exprimant l’element lineaire en fonction du paramötre local. Soit alors P, un 
point fixe de F et F, l’ensemble des points de F dont la distance (minima) A P,est <p. 


L(o) etant la longueur des courbes frontieres de F,, ’auteur demontre que, si ji a 


diverge, F possede une frontiere (ideale) de mesure harmonique nulle (au sens de 
R. Nevanlinna). — Ce resultat, qui generalise une proposition de L. Ahlfors (ce 
Zbl. 11, 407) est & rapprocher d’un critere de R. Nevanlinna qui donne une condition 
suffisante pour que la surface F ait la m&me propriete (ce Zbl. 24, 221). — Le theo- 
reme fondamental de la theorie de l’uniformisation conduit aisement au corollaire 
suivant: Si B est un domaine fondamental du type Normalpolygone (Fricke) 
[= polygones rayonne&s (Fatou)] d’un groupe fuchsoide discontinu dans |2| <1 
et que Z(r) repr&sente la longueur totale des arcs de |2|=r (r < 1) interieurs & B, 
la surface de Riemann obtenue par identification des bords de B possede une fron- 
1 


tiere nulle (au sens de plus haut), si ji ja diverge. S. Stoilow (Bucarest). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 

Mambriani, Antonio: Equazion+ lineari e omogenee alle differenze finite aventi 
soluzioni polinomiali. Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 3, 563—571 (1942). 

Notwendige und hinreichende Bedingung, damit eine Differenzengleichung eines 
der beiden folgenden Typen 

Pm A" y+ pm dt yr tmAytndytny=d, 

(amt + pm Ay ++ p)Ay+ lat Pp)dy+ay—0 
(a, #0, a,, - - ., %,.Konstante, 99, P1> - - » Pm-1> 91, fı Polynome, deren Grade höch- 
stens gleich den Indizes sind, ze) ein Polynom gegebenen Grades als 
Lösung zuläßt. Für die entsprechenden Polynome werden auch explizite Ausdrücke 
angegeben. @. Cimmino (Bologna). 

Calamai, Giulio: Sulla stabilitä delle soluzioni per l’equazione differenziale del secondo 
ordine a coeffieienti periodiei. Atti Accad. Italia, Rend., VII.s. 3, 183—193 (1942). 

Es seien p(t), g(t) stetige, periodische Funktionen mit der Periode ®, und es sei 
die Differentialgleichung (1) =”’(t) + pt) «’(t) + glt)e() =0 zu lösen. Wenn ft) 
und @(t) die den Anfangsbedingungen /(0) =1, (0) =0, p(0) =1, (0) = 1 ge- 
nügenden Integrale von (1) sind, so schreibt man die charakteristische Gleichung 


von (1) in der Form (2) s®— As +esp(- [roaı) - 0, wobei A = f{w) + @’(w) ist. 
ö 

Wenn die Wurzeln von (2) den Absolutbetrag <1 haben, sind die Integrale von (1) 

alle stabil, und das ist notwendigerweise der Fall, wenn A= A4?— 4 en - il ri)di\<0 


0 
ist. Verf. nähert zuerst die Integrale f(t) und p(t) durch das bekannte Picardsche 
Verfahren an, gibt dann in einer eleganten Untersuchung beachtenswerte genauere 
Bestimmungen der Konvergenz der sukzessiven Picardschen Annäherungen und be- 
dient sich ihrer, um hinreichende Bedingungen für A<O zu erhalten. Verf. gelangt 
auf diesem Wege zu dem folgenden Satz: Wenn p(t), g(tf) stetige, periodische Funk- 


398 


tionen mit der Periode w sind, und wenn für jedes 0<t<w 


t t t 
rW)>0, PO)=0, aW>0, tfaWdr<I1, pi) fatmar <a [ratadr, 
0 0 


t t 
(ptnar <1 — [ta(d)dr, rt) < gi) [Trg(r)dr 
ö ö ö 


gilt, dann sind alle Integrale von (1) stabil. L. Cesari (Pisa). 

Caceioppoli, Renato, ed Aldo Ghizzetti: Rieerche asintotiche per una particolare 
equazione differenziale non lineare. Atti Accad. Italia, Rend., VII.s. 3, 427—440 
(1942). 


di equazioni differenziali ordinarie non lineari. Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 3, 
493—501 (1942). 

Bei der im Istituto per le Applicazioni del Calcolo in Rom durchgeführten nume- 
rischen Integration der Differentialgleichung (1) y’+y-+ y’|y’| =esinz mit fest- 
gelegten Anfangsbedingungen (e festgelegter reeller Parameter), die Stabilitätsprobleme 
im Schiffbau betrifft, wurde beobachtet, daß die Integrale von (1) einen periodischen 
Verlauf mit der Periode 2rz haben. Ziel der in Frage stehenden Arbeit ist es, diese 
Eigenschaften der Integrale von (1) zu beweisen, weitere genauere Bestimmungen über 
ihr asymptotisches Verhalten und annähernde Abschätzungen der Integrale selbst für 
große Werte der Veränderlichen z zu geben und die Ergebnisse für andere Diffe- 
rentialgleichungen zu verallgemeinern. — Verff. betrachten die Differentialgleichung 
(2) yY’+y-+Ho(y)) = He),-in der ol), -e <t<+m, fr), O= x <+, stetige 
Funktionen sind. Ist y(x) ein zusammen mit seiner ersten Ableitung y’(z) beschränktes 
Integral, dann folgt aus allgemeinen Sätzen, daß y(x) beliebig weiter fortgesetzt 
werden kann. — Verff. beweisen: I) Besitzt @(t) eine erste stetige Ableitung, gilt 
pt) <o(t”) für jedes !’<t’’, ist f(x) stetig und periodisch mit der Periode w, und 
läßt (2) ein zugleich mit seiner ersten Ableitung beschränktes Integral zu, dann 
besitzt (2) ein periodisches Integral y,(z) mit der Periode ®, und wenn y(z) ein beliebiges 
anderes Integral von (2) ist, gilt „im [y(2) — vl] = 0, lim [y’(2) — y(x)] = 0. 

oo >79 


— II) Wenn g(t) stetig, f(x) stetig und beschränkt ist und zwei Konstanten A, K 
existieren, derart, daß p(t) > 2Kt für t> A, olt) <2Kt für t<—A ist, dann sind 
alle Integrale von (2) zusammen mit ihrer ersten Ableitung beschränkt. — Endlich 
geben Verff. beachtenswerte angenäherte Abschätzungen der Integrale von (1), welche 
mit den schon erhaltenen numerischen Werten gut übereinstimmen. Bei II wird von 
einem Satz von L. Amerio [Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 3, 415426 (1942)] 
Gebrauch gemacht, welcher die Fortsetzbarkeit der Integrale von (2) bis ins Unend- 
liche gewährleistet. 


In der zweiten Arbeit werden gewöhnliche Differentialgleichungssysteme von 
der Art 


(3) My +2 Any + Pl, Ya» OR) Yyn) = Fila), = 1» 2, RR 


betrachtet, in denen w; positive Konstanten, A;; solche Konstanten sind, daß die Form 


| Caceioppoli, Renato, ed Aldo Ghizzetti: Rieerehe asintotiche per una elasse di sistemi 


7 
’ 2 Air &;&, positiv definit ist, und ferner Q;(tı ‚ta, ..., 14), — © <t< +00, i=1,2,...,n, 
%,k= 
solche partielle Ableitungen @, = 0p;/Öt, besitzen, daß die Form > Pirkicr, für 
k=1 


alle t,,t,,.... ., i„, definit oder semidefinit ist, und in denen h(2),0 <= -+m, stetige 
und periodische Funktionen mit der Periode sind. Der vorstehende Satz I wird 
auf die Integrale des Systems (3) ausgedehnt, es werden Kriterien für die Beschränkt- 
heit aller Integrale des Systems (3) angegeben, und die Ergebnisse schließlich auf ein 
besonderes System von der Art (3), das ein hydraulisches Problem betrifft, angewandt. 
L. Cesari (Pisa). 
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Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 
ee an en ner URS EL ILESERN 


Bruwier, L.: Sur les &quations lin&aires aux differentielles totales. Bull. Soc. Roy. 
Sci. Liege 11, 336—337 (1942). 

Berichtigung einer Stelle in dem vom Verf. früher (vgl. dies. Zbl. 22, 24) 
dargestellten Verfahren der schrittweisen Näherungen zur Lösung der Gleichung 
dz= A(z,y,2)da+ B(z,y,z2)dy. Die nun ausgebesserte den Beweis der gleich- 
mäßigen Konvergenz gegen Null einer Funktionenfolge betreffende Ungenauigkeit 
war formaler Natur und für das erwähnte Verfahren belanglos. O. Boruvka. 

Ostrowski, Alexandre: Sur les conditions de validit& d’une elasse de relations entre 
les expressions differentielles lineaires. Comment. math. helv. 15, 265—286 (1943). 

Es wird urtersucht, unter welchen (möglichst geringen) Voraussetzungen eine 
Identität der Gestalt 


kn 5 2, m ih En. N 0.40. =) ö2, 
Deren DD mE DD Du rn 


»=1+=1 A=1lu=1 z=1l »=1i=1u=1 
mit Funktionen Q, ,, AR: z, der n Veränderlichen x,,..., 2, besteht; Sonderfälle 
von (1) sind die Relationen ERBE ae, 
(2) a a 


und 


ö u Or, ö _ Ov, = = Ov, _Ov, 2, 
ED u, = > Kir Fu oz 0y 0x öy)' 
v—ı v=1 
Wenn die 2, zweimal stetig differenzierbar sind, muß jedenfalls, damit die zweiten 
Ableitungen sich fortheben, 


k k 
(3) Bo Fonero en er ned 
| «=1 


sein. Diese von 2, freien Gleichungen wird man daher als erfüllt voraussetzen, auch 
wenn die 2, nicht zweimal stetig differenzierbar sind. Damit die linke und rechte Seite 
von (1) überhaupt einen Sinn haben, ist vorauszusetzen, daß die 4% und 

2 


N 
oz 
r,h L = © er 
(4) > A a N 


A=1lyu=1 
nach z, differenzierbar sind, Diese letzten Voraussetzungen zusammen mit (3) genügen 
aber, wenn die 2, nicht zweimal stetig differenzierbar sind, noch nicht zur Sicherung 
der Gültigkeit von (1), wie das Beispiel (2) zeigt. — Dagegen gilt (1) an einer Stelle 
P,= P,(a1; -. -, @,), wenn folgende Voraussetzungen erfüllt sind: Die Ikn? Funk- 
tionen ae ben... „nn sehr, A=-1Lo,.)) Sind in einer Umgebung 
von P, definiert, im Punkt P, stetig und haben dort totale Differentiale. Die nk Funk- 
tionen Q,, (x =1,..,k;v=1,...,n) erfüllen im Punkt P, die Gleichungen 8). 
Die Funktionen 2, sind in einer Umgebung von P, stetig, haben dort partielle Ablei- 
tungen erster Ordnung, diese sind stetig an der Stelle P,, und für jedes v ist der Aus- 
druck (4) an der Stelle P, nach z, gleichmäßig differenzierbar. — Dabei heißt eine 
Funktion f(x}, - - -, 2) an der Stelle P,(a,,. . .,a„) nach x, gleichmäßig differenzier- 


y= 


bar, wenn ee) 

2%, — 4 
für >20, u-.,|=|e— “| Ve) 
einen Limes f,, (a1, - - -, 0) hat. Kamke (Tübingen). 


Erdelyi, A.: Integration of a certain system of linear partial differential equations 
of hypergeometrie type. Proc. roy. Soc. Edinburgh 59, 224—241 (1939). 

Die Arbeit beginnt mit einer Übersicht über die bisherigen Hilfsmittel bei der 
Untersuchung hypergeometrischer Funktionen mehrerer Veränderlicher: es sind im 
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wesentlichen Potenzreiheneniwicklungen, Zurückführung der partiellen Differential- 
gleichungen auf gewöhnliche durch geeignete Hilfssubstitutionen (Horn), Darstel- 
lungen durch bestimmte Integrale. Verf. behandelt dann im einzelnen das System 
9 (erae re n B 
e ty try Nu Pr=d, 
das eine Verallgemeinerung der bekannten Kummerschen Differentialgleichung 
(1) 22” + (y — 2)2 — Pz= 0 
vorstellt. — (1) kann einerseits durch Laplacetransformation (3) | f(t) "dt, andrer- 
seits aber auch durch Eulersche Transformation (4) f o(s)(s — x) "ds gelöst werden 
(fe) =#-4(1— rt; 9(s) = esf=r). — Die übliche Verallgemeinerung von (3) führt 
nun auf Doppelintegrale der Art 1 f(u, v)e®*+Y’dudv. Aber auch (4) läßt sich über- 
tragen; man verbleibt dabei, und das ist der Vorzug, bei einfachen Integralen 
ii &sß+B'=Y(g — z)-P(s — y)-#ds (mit 2 beweglichen Verzweigungspunkten im Inte- 
granden). Durch gruppenweise Heranziehung der endlichen Singularitäten 0, x, y und 
des „Punktes —oo“ zur Bildung von Integrationswegen (offen oder geschlossen, 
nötigenfalls Doppelschleifen) erhält man auf verschiedene Arten Fundamentalsysteme 
von (2) (Tripel linear unabhängiger Lösungen). Insbesondere ergeben die Kombina- 
tionen (0, z), (0, y) und der Umlauf (-0+x+y+*— oo) ein Fundamentalsystem, das 
sich durch klassische, in gewissen Gebieten konvergente hypergeometrische Reihen 
darstellen läßt; von —oo ausgehende und dahin zurückkehrende Umläufe um 0, x, y 
einzeln geben leicht asymptotisch entwickelbare Integrale (etwa für | x] > &, |y| > 
bei x2/y=0 (1); schließlich. erhält man durch entsprechende Umläufe um die Punkte- 
paare (0, x), (0, y), (x, y) ein drittes Fundamentalsystem; dieses gestattet konver- 
gente Entwicklungen nach der einen Veränderlichen, deren Koeffizienten Kummer- 
Whittakersche Funktionen sind, die sich nach der anderen asymptotisch entwickeln 
lassen. Die durch Reduktion der Integrationswege zu gewinnenden Zusammenhänge 
zwischen den Fundamentalsystemen werden nicht aufgestellt; diese würden, wie Ref. 
hinzufügen möchte, gewiß ähnlich wie im klassischen Falle (1) zur Ermittlung des 
asymptotischen Verhaltens einer durch eine konvergente Entwicklung (etwa nach 
Potenzen von z, y) definierten Lösung nützlich sein. Hermann Schmidt (Jena). 

Krzyzahski, Miroslaw: Sur les solutions des &quations du type parabolique determi- 
nees dans une region illimitee. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 911—915 (1941). 

Für die partielle Differentialgleichung vom parabolischen Typus 


Mm 
ou 
D Aula, 0, Im EPs 


%,k=1 m 


ou ou 
= D ala, Astdeynens N a Ya, DE 
j=1 


Mm . 

wobei I) A;,A;A; positiv-definit ist, existiert in einer hinreichend kleinen Schicht 

,k=1 
0<y<h eine einzige Lösung (21, -.-, 2,4%), welche die Randbedingung 
ur7,:..,Lm,0) =P(2,,..., 2%) erfüllt und für welche das Produkt 

Bl re y)erat ten) 
(k konstant) beschränkt bleibt, sobald diese Bedingung auch für DI, nihe 
friedigtist. Der Eindeutigkeitsbeweis wird gemäß einem Gedankengange von M. Picone 
geführt; der Existenzbeweis stützt sich auf Ergebnisse von G. Giraud und M. Ge vrey. 
EIER @. Cimmino (Bologna). 

Cinquini-Cibrario, Maria: Una proprietä degli integrali delle equazioni ellittieo- 
paraboliche del seeondo tipo misto. Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 3, 502-510 (1942). 

Die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung 

er 2 Or 


De (k ganz >1) 
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läßt eine einzige Lösung 2(x, y) zu, welche im Streifen |e|< R analytisch ist und 


den Bedingungen z(z, 0) 2% 2", 2,(8, 0) =D b„2" genügt, vorausgesetzt, daß 
n= n=0 

diese beiden Potenzreihen für |2|< R konvergent sind. Verf. erhält eine solche 
Lösung z(x, y) durch eine nach Partikulärlösungen fortschreitende Reihe, die sich 
mittels der hypergeometrischen Funktion explizit ausdrücken lassen. Daraus ergibt 
sich, daß eine in der Umgebung eines Punktes der y-Achse analytische Lösung der 
genannten partiellen Differentialgleichung in einem ganzen, die y-Achse enthaltenden 
offenen Streifen analytisch ist. @. Oimmino (Bologna). 


Gevrey, Maurice: Sur les problömes aux limites comportant une dörivee oblique et 
eoncernant le type elliptique ä m variables. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 854—855 (1942). 

Verf. skizziert eine Methude für die Zurückführung des folgenden Problems auf 
eine Fredholmsche Integralgleichung 2. Art: Man sucht nach einer Lösung u der ver- 
allgemeinerten partiellen Differentialgleichung vom elliptischen Typus 


m 
a i=1 
{®» bezeichnet das Gebiet I Ay(P)& — Yı)(%; — 5) <e, wobei A,; die den Ele- 
gel 


menten a,, einer positiv-definiten Matrix zugeordneten Unterdeterminanten sind) im 

Gebiete D mit der Randbedingung «u +ß ne = y, wobei l eine vom Randpunkt ab- 

hängende Richtung ist, die mit der Innennormale einen Winkel stets 5 bildet. 
G. Cimmino (Bologna). 

Tautz, Georg: Zur Theorie der elliptischen Differentialgleiehungen. 2. Math. Ann. 
118, 733—770 (1943). 

Parte I questo Zbl. 24, 113. — Dato un sistema © di cerchi x contenuti in un 
campo limitato (,, tali che ogni cerchio contenuto in un x di © appartenga pure 
a & e che ogni punto di (2, sia centro di un cerchio di ©, si suppone che a ciascun & 
di © sia associata una operazione funzionale, la quale ad ogni funzione / definita sulla 
frontiera di z e ivi continua faccia corrispondere una funzione L,, definita in z, ivi 
<ontinua e assumente i valori f sulla frontiera, e ciö in maniera che valgano le seguenti 
proprietä: per ogni x’ di © contenuto in un x di ©, posto L, „ = u, riesca L,, „—=L,, a 
per ogni x di ©, ogni coppia A, u di costanti e ogni coppia /,g di funzioni continue 
sulla frontiera di z, riesca Djy+ug,2—=ALy,2+ uLy,.; Lr, „non possa avere un massimo 
relativo interno a z, senza ridursi a una costante in z; per ogni »di ©, le funzioni L, „ 
corrispondenti a una famiglia di funzioni continue f ugualmente limitate sulla fron- 
tiera di z siano ugualmente continue in ogni punto interno a x. In particolate, si 
poträ supporre che L,, indichi la funzione armonica in x assumente i valori / sulla 
frontiera, e allora si dirä che l’operatore Lu sopra definito si riduce all’operatore Au. 
Per „soluzione‘ relativa a un insieme aperto & c Q, siintende una funzione u definita 
in Q e tale che, per ogni x di © contenutoin 2, sia L,,„ —= u. Secondo il procedimento 
ideato da O. Perron, l’A. introduce le ‚„‚funzioni superiori“ e le „funzioni inferiori“ 
in un insieme aperto Q c Q, rispetto alla assegnata operazione funzionale e arriva 
cosi a dimostrare che la definizione di tale operazione funzionale si puö prolungare 
in maniera da far corrispondere ad ogni insieme aperto (2 e ad ogni funzione f definita 
sulla frontiera di 2 e ivi limitata (almeno) una soluzione w relativa a 2, il cui massimo 
e minimo limite in ogni punto regolare della frontiera stessa, siano compresi fra il 
massimo e il minimo limite di f, laddove la nozione di regolaritä di un punto frontiera 
per un insieme aperto ( viene stabilita in base a quella di barriera, intesa in senso 
corrispondente a quello abituale nella teoria del potenziale. L’A. da pure condizioni 
affinch® si verifichi tale regolaritä, estendendo, mediante ulteriori ipotesi sull’opera- 


Zentralblatt für Mathematik. 27. 26 


402 


tore Lu, le nozioni di soluzione fondamentale, funzione di Green, capacitä. Il punto 
centrale della teoria consiste nell’equivalenza fra le nozioni di punto frontiera regolare per 
’operatore generale Lu e per il particolare operatore Au. Da ultimo l’A. applica i 
risultati ottenuti in generale al particolare operatore 

u 

Iu=— [as + [52 44 A dB+ udc) 
8 o@ 
(dove s indica la frontiera di w e A, B, C sono assegnate funzioni di insieme), per il 
quale, sotto ipotesi molto ampie sui coefficienti A, B, C, si puö dimostrare che sono 
verificate tutte le condizioni poste a base della trattazione generale premessa. 
G. Cimmino (Bologna). 

Ghizzetti, Aldo: Sui problemi di Dirichlet per la striseia e per lo strato. Atti Accad. 
Italia, Mem., 13, 617—649 (1942). 

Verf. sucht nach Gültigkeitsbedingungen für die durch formale Anwendung der 
Fouriertransformation gewonnenen Auflösungsformeln der im Titel genannten Dirichlet- 
probleme. Die beiden Funktionen, welche die Randwerte ausdrücken, hängen beim 
Streifenproblem von einer Veränderlichen x, beim Schichtenproblem von :zwei Ver- 
änderlichen x, y ab und sollen einer der beiden folgenden Voraussetzungen genügen, 
1. summierbar auf der ganzen x-Achse bzw. auf der ganzen xy-Ebene zu sein, 2. von 
beschränkter Variation für |x|>c> 0 bzw. von beschränkter Variation im Sinne 
Vitalis in der ganzen xy-Ebene zu sein und außerdem gegen Null für |x] — oo bzw. 
für |z| + |y| > © zu streben. Die von den genannten Auflösungsformeln gelieferten 
Funktionen u(P) sind dann innerhalb des Streifens (der Schichten) harmonisch; sie 
streben gleichmäßig gegen Null für P— oo in jeder im Inneren des Streifens (der 
Schichten) enthaltenen geschlossenen Punktmenge, sie nehmen die Randwerte an, wenn 
diese stetig sind; ihr Verhalten in Randpunkten, wo die Randwerte Unstetigkeiten 
erster Art aufweisen, ist dem Verhalten des Poissonschen Integrals im analogen Falle 
ähnlich. @. Cimmino (Bologna), 

Sehröder, Kurt: Zur Theorie der Randwertaufgaben der Differentialgleichung 
AAU=®. Math. Z. 48, 553—675 (1943). 

Obwohl Randwertaufgaben der biharmonischen Gleichung (1) AAU =0 schon 
des öfteren in der Literatur behandelt wurden, blieben doch stets hinsichtlich Strenge 
und Vollständigkeit manche Wünsche offen. Die Bedeutung der vorliegenden Arbeit 
liegt darin, daß es gelingt, für das wichtigste Randwertproblem von (1), unter Ausbau 
von Methoden Lauricellas, eine strenge und ähnlich umfassende Theorie aufzustellen, 
wie wir sie seit Fredholm-Plemelj für die Gleichung AU = 0 besitzen ; insbesondere 
wird zum ersten Male das Außenproblem im Raume behandelt. Verf. bemüht sich 
hierbei, trotz der z. T. recht schwierigen Beweise mit möglichst geringen Voraus- 
setzungen auszukommen. — Den Untersuchungen werden im Raume bzw. der Ebene 
durchweg einfachzusammenhängende endliche oder unendliche Bereiche (R oder R,) 
zugrunde gelegt; die Randfläche bzw. -kurve S ist von der Klasse Ah. — Nach Zu- 
sammenstellung einiger von Schauder (dies. Zbl.1, 336) bewiesenen geometrischen 
Hilfssätze wird zunächst eine Reihe von Sätzen für die biharmonischen Analoga 
des Potentials der Doppelschicht [im Raume z. B. Integralausdrücke der Form 


Y(P) - (erden, 
3 


2 


are WE) = (Ip) er Dun Montern) z, 
5 2 


Ent rechtwinklige Koordinaten, P Aufpunkt, p’ Integrationspunkt, typ Abstand 
von r und p', n„, Innennormale)] hergeleitet, die die Stetigkeits- und Differenzierbar- 
keitseigenschaften von V und W auı S oderin R-+ 8 bzw. Ra + $ betreffen und bis 
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auf kleine Abweichungen mit den entsprechenden bekannten Sätzen für das Potential 
der Doppelbelegung übereinstimmen. — Das Randwertproblem, womit sich die Arbeit 
beschäftigt, bedarf hier nicht nur, wie in der Potentialtheorie, für Innen- und Außen- 
problem, sondern überdies für den räumlichen und den ebenen Fall getrennter Be- 
handlungsweisen; gemeinsam ist lediglich die (von Lauricella stammende) Idee der 
Zurückführung auf Integralgleichungen. — 1. Für das ımnere Problem im Raume 
lautet der Existenz- und Unitätssatz im wesentlichen folgendermaßen: Gegeben seien 
auf S drei stetige Funktionen g, o, r, die dort gleichmäßig einer H-Bedingung genügende 
erste Ableitungen besitzen und als die auf S angenommenen Werte der partiellen 
Ableitungen erster Ordnung einer in R zweimal stetig differenzierbaren Funktion 
D(E,n,2) aufgefaßt werden können. Dann gibt es (bis auf eine additive Konstante) 


in R genau eine Lösung von (1), für die Ge > = a gr in R+$ stetig sind und auf S 
bzw. mit 0, o, r übereinstimmen. — Offenbar genügen u = Ge ‚„v= a ‚u 2a 
N 
SE DER 0» 08 
= dE re an SE GE AU dem Gleichungssystem (2) Au — Fi 0, Av— em 0, 


08 ; : 
Aw— ar 0, AB =0 mit den Randbedingungen (3) [uJs = 0, [Js = o, [ws =; 


es zeigt sich, daß umgekehrt aus der Existenz einer Lösung des Systems (2), (3) der 
obige Existenzsatz folgt, falls zu 0, 0, r eine wie oben erklärte Funktion ® existiert. — 
Für den Existenzbeweis behandelt Verf. im Anschluß an Lauricella-Fredholm zu- 


nächst das allgemeinere Problem (4) Au+ har =0,Av+k nn —0, Av+ k% —(), 
A a oe oa, rund sit nit türdrakane Ss 


24% 
zu bestimmende Hilfsfunktionen f(p; x), g(p;*), h(p;x) (p ein Punkt auf 8) ein 
System von drei linearen inhomogenen Integralgleichungen zweiter Art an, deren 
Integralterme aus Potentialen der Doppelschicht und Ausdrücken der Gestalt V(p) 
und W(p) bestehen; dieses System kann in bekannter Weise durch eine einzige Integral- 
gleichung ersetzt werden. Wie in der Potentialtheorie zeigt sich auch hier, daß der 
m-te iterierte Kern (m hinreichend groß) stetig ist und somit die Fredholmsche Theorie 
angewendet werden kann. Die zugehörige Nennerdeterminante D) (x) verschwindet 
nicht identisch. In dem hier interessierenden Fall (k=—1 bzw. x = —1) weiß man 
nicht, ob D®)(—1) = 0 ist oder nicht; es zeigt sich aber, daß jedenfalls ein einziges 
Lösungssystem f,g, h der Integralgleichung existiert, aus dem ein Lösungssystem 
u(P; —1), v(P; —1), w(P; —1) von (2), (3) gewonnen wird. — Die anschließende 
Unitätsbetrachtung lehrt zunächst, daß jede Lösung von (2), (3) in einem ganz in R 
gelegenen Bereich R„ + S,„ die Gestalt der soeben erwähnten, explizit mit Hilfe von 
7, 9, h darstellbaren Lösungen haben muß; durch Grenzübergang S, — $ folgt sodann 
das gleiche für R + S, woraus sich wegen der Unität der /, g, h die Unität der Lösung 
von (2), (3) ergibt. — 2. Für das äußere Problem im Raume müssen die Annahmen 
des unter 1. behandelten Existenz- und Unitätssatzes durch die Voraussetzung ergänzt 
werden, daß im Unendlichen die Ableitungen erster Ordnung von U und ® wie nu, 
(= ®+m+ ©), die Ableitungen zweiter Ordnung von U wie ger verschwinden. 


Top 


(Danach braucht also lim U nicht zuexistieren; essind hier somit geringere Annahmen 
r Pas 


als in der Potentialtheorie erforderlich.) Beim Beweis wird wieder das Problem (4), (5) 
zugrunde gelegt und das entsprechende Integralgleichungssystem aufgestellt; diesmal 
hat aber die zugehörige homogene Gleichung für alle x drei linear unabhängige Lösungen. 
Es zeigt sich, daß es eine mit Hilfe des m-ten iterierten Kernes gebildete Fredholmsche 
Unterdeterminante dritter Ordnung geben muß, die nicht identisch in x verschwindet; 
mag diese nun für «= —1 gleich Null sein oder nicht, jedenfalls gibt es wieder ein 
Lösungssystem von (4), (5), falls drei Bedingungsgleichungen für 0, 0,7 erfüllt sind. 
26* 
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Sollte dies nicht der Fall sein, so wird das Problem (ähnlich wie bei der ersten Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie) mit; modifizierten Randbedingungen behandelt, die 
drei willkürliche, gemäß den Bedingungsgleichungen zu bestimmende Konstanten ent- 
halten. — 3. Die ebenen Randwertaufgaben kommen gegenüber den räumlichen durch- 
weg mit geringeren Voraussetzungen aus. Der Existenz- und Unitätssatz des Innen- 
problems für U verlangt von den gegebenen Randfunktionen g und o jetzt lediglich 
Stetigkeit und Erfüllung der Bedingung (6) [{o (p’) cos (ny ,n)—o(p') cos (ny, EYds=0. 
5 


5 e [) (6) 
Es zeigt sich, daß diese Aufgabe mit; der Lösung von (7) EE = = ‚ A®=0 nebst 


: s OU oU : 
(8) [u]s = eo, [vls = und (6) äquivalent ist, falls w Sale = AU gilt. 


Ohne diesmal einen verallgemeinernden Parameter k zu verwenden, wird auch hier 
ein analoges Integralgleichungssystem erhalten. Das homogene System hat genau 
eine Lösung; die Lösbarkeit des inhomogenen Systems ist durch (6) gesichert (ähnlich 
wie bei der zweiten potentialtheoretischen Randwertaufgabe). Der Unitätsbeweis 
beruht auf dem gleichen Grundgedanken wie im räumlichen Fall, bereitet aber erheblich 
größere Schwierigkeiten. — 4. Beim Außenproblem wird neben den Voraussetzungen 


des Innenproblems von U gefordert, daß en im Unendlichen beschränkt bleiben, 


0E’ On 
Ge x 3: 7 3 Ga wie F 5 verschwinden sollen. Auch hier sind also die 
Forderungen über das Unendlichkeitsverhalten geringer als in der Potentialtheorie, 
zumal U diesmal sogar für r9p > über alle Grenzen wachsen kann. Zum Beweis 
wird wieder von (7), (8) ausgegangen; das homogene Integralgleichungssystem hat 
diesmal genau drei linear unabhängige Lösungen. Sollten die drei an 0 und o zu 
stellenden Bedingungen für die Lösbarkeit der inhomogenen Aufgabe nicht erfüllt sein, 


so führt trotzdem ein ähnlicher Kunstgriff wie beim Außenproblem des Raumes zum 


während dort 


Ziel. — In einer späteren Arbeit sollen hinreichende Bedingungen für die Existenz 
der partiellen Ableitungen n-ter Ordnung von U bei Annäherung an S$ angegeben 
werden. Maruhn (Berlin). 


Cartan, Henri: La thöorie generale du potentiel dans les espaces homogönes. Bull. 
Sci. math., II.s. 66, 126-132 et 136—144 (1942). 

Verf. verallgemeinert seine frühere Theorie des Potentials (dies. Zbl. 26, 227) in 
einer lokal kompakten Gruppe für den Fall, daß die Elemente des betrachteten 
Raumes @ nur (linke) Äquivalenzklassen nach einer (nichtinvarianten) Untergruppe y 
einer lokal kompakten topologischen Gruppe @ sind (ist zE @, so bedeutet x das der 
Klasse x. y entsprechende Element von @). Durch die Gleichung 

[ta)aa&) = [Hae)du(e) 

(e das der Untergruppe y entsprechende Element von 6) werden Massen in @ definiert. 
Entsprechend der früheren Kompositionsregel in @ wird durch 

[Itepaa@aiy =[da@[Hepary 
eine Kompositionsregel in @ definiert. Mit Hilfe einer symmetrischen Funktion 
fz, y) = Axf(y”!z) wird das Potential U (z) — ner y)da(y) definiert. Damit ge- 
lingt es Verf. wieder, die Fundamentalsätze zu beweisen: Verschwinden der Masse bei 
Nullwerden des Energieintegrals, Bestimmtheit der Massen durch ihr Potential, Apprbxi- 


mation stetiger Funktionen durch Potentiale, Vollständigkeit des Massenraumes in 
bezug auf die Wurzel aus dem Energieintegral als „Distanz“. Tautz (Breslau). 


Variationsrechnung: 


Weber, Hans: Über analytische Variationsprobleme. München: Diss. 1941. 64 8. 
(Maschinenschr.) 


Es handelt sich um Variationsprobleme, deren Grundfunktion F(x,, &;) längs einer 
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Kurve analytisch ist, wobei die Kurve — eine Extremale oder Extremaloide &lt) — 
nicht analytisch zu sein braucht. Verf. zeigt, daß dann das Integral ! Fdt über Ver- 
gleichskurven einer gewissen engeren Nachbarschaft existiert und durch eine Reihen- 
entwicklung dargestellt werden kann. Dies wird benutzt, um die Extremaleigen- 
schaften des Integrals unter Voraussetzungen zu sichern, die von den üblichen sehr 
verschieden sind, aber mit der Art, wie hier das Problem angefaßt wird, in natürlichem 
Zusammenhange stehen. — Im letzten Teil der Arbeit wird ein Beispiel eines durch- 
weg analytischen Variationsproblems untersucht, bei welchem die Singularitäten einer 
Extremaloide so gehäuft werden können, daß die Eulerschen Differentialgleichungen 
in keinem Punkte der Kurve existieren: nur das Bestehen der Du Bois-Reymondschen 
Gleichungen ist hier fast überall gesichert. Trotzdem besitzt die Extremaloide ein 
starkes Extremum. C. Caratheodory (München). 

Radö, Tibor: On the semi-eontinuity of double integrals in parametrie form. Trans. 
Amer. Math. Soc. 51, 336-361 (1942). 

L’objet de cet important travail est d’etendre le champ d’application de r&sultats 
anterieurs de McShane (ce Zbl. 4, 354; 8, 72): la classe de surfaces & laquelle arrive 
l’aut. est precisement celle des surfaces qui admettent une representation dans laquelle 
l’aire selon Lebesgue est donnee par l’integrale usuelle. A vrai dire, les derniers 
resultats de la theorie de l’aire des surfaces selon Lebesgue s’obtiennent comme 
corollaires des r&sultats exposes ici. — Une fonction a integrer f(x}, 22, 23, X1, X2, X8), 
plus brievement f(x, X), d’un point zet d’un veeteur X (de longueur dösign&e par | X]), 
est dite admissible si (1) fest continue; (2) /(2,2X) =t/(x, X) (t>0); (3) f admet 
des derivees partielles continues des deux premiers ordres pour X #0. Posons 
E(z, 3,0 x) — iz, x) — X*jya(x, X) (avec sommation pour x =1, 2,3). Un triplet 7 
de fonctions z’(u!, u?) ? =1,2,3) definies sur une region de Jordan B simplement 
connexe, brievement T: z(u), wE B, ou encore (T, B), est represent& dans l’espace 
des z par un ensemble &(7, B). Un triplet (T, B) est; dit quasi-lin&aire si (a) la 
frontitre de B est un polygone; (b) les fonctions x*(ul, u?) sont continues dans B; 
(c) B peut &tre divise en un nombre fini de triangles dans chacun desquels les «*(u1, u?) 
sont linsaires. Un triplet (7, B) est dit de la classe K, si les fonctions «’(u!, u2) sont, 
continues dans B, si leurs derivees partielles premieres existent presque partout dans 
Vinterieur BP de B et si les jacobiens X*(ul, u?) 55 
culaire de 1,2,3) sont sommables dans BP. Si (T,B)EK, et si / est: admissible, 
f(z(u), X(u)) est sommable dans B°; soit I (T, B, f) la valeur de son intögrale. Un 
triplet (T,, Bo) E K, satisfait a la condition (c) relativement & une fonction ad- 
missible / si (1) il existe dans l’espace des z un ensemble ferme& borne A dont l’in- 
terieur AP contient Z(T,, B,) et tel que f(x, X)=0 pour zE A et tout vecteur X; 
(2) pour presque tout wE By tel que X,(u) existe et soit different de zero, on a 
E(zo(u), Xo(u), x) >0( pour tout vecteur X =# 0. (T,, B,) satisfait a la condition 
(+c) relativement & f s’il verifie (2) et ce renforcement de (1): pour zE A et tout 
vecteur X +0, onaf(x,X)>0.(T,, B,) satisfait ala condition (c+) relativement 
a f s’il verifie (1) et ce renforcement de (2): Blz,(u), Xo(u), X) > 0 pour tout vec- 
teur X +0 de direction differente de celle de X,(u). Dans la d£finition de la 
distance selon Fr&chet de deux triplets (T, B) et ir B), si l’on astreint les trans- 
formations topologigques & conserver l’orientation, on obtient la distance orientee 
‚a7, B), (T, B)|.Untriplet (7,, B,) estditde la classe Kysi(a)(7,, B,) EKı; (b)ilexiste 
une suite de triplets quasi-lin&aires (7,, B,) tels que ‚d[(Ty, Ba), (Tn, Bn)] > 0 et 
I(T,, B,,|X|) > I(T,, Bo, |X]) quand n — 00. Une surface continue orientee,S 
est definie comme la classe de tous les triplets continus & distance orientee nulle de 
Yun d’entre eux. Soit ,‚&la classe de toutes les surfaces orient&es „S de classe K,, c’est- 
A-dire admettant une representation (T, B)E€ K,. — Par des methodes bas£es sur les 


(£, j, k = permutation cir- 
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travaux dej& cites de MeShane et les propres travaux de l’aut. (ce Zbl. 18, 314; 
19, 88; 24, 327), ce dernier demontre les r&sultats suivants. Pour /admissible et „SE ‚&, 
l’intögrale I(T, B, f) ala m&me valeur pour toutes les representations (T, B)E RK, 
de „S, soit I(,S, f). Pour une fonction admissible / fix6e, la fonctionnelle /(,8, f) est 
semi-continue inf&rieurement dans ‚& en toute surface orientee „SE,® satis- 
faisant relativement & f & la condition (c+) ou & la condition (+c) [ou m&me simple- 
ment & la condition (c) lorsque f ne depend pas du point x]. M&mes r&sultats pour les 
surfaces non orient6es (faisant alors intervenir la distance selon Frechet elle- 
mäme) lorsque la fonction & integrer verifie f(x, X)=f(z, —X). La condition ne- 
cessaire et suffisante pour qu’une surface, orient6e ou non, soit de classe K, est qu’elle 
admette une reprösentation dans laquelle l’aire selon Lebesgue soit donnee par 
l’integrale usuelle; l’aire selon Lebesgue d’un polyedre, oriente ou non, est egale & 
son aire au sens el&mentaire. Enfin, toute surface de classe Z selon Morrey (ce Zbl. 8, 
72) est aussi de classe X,; on peut m&me supprimer la condition que les fonctions 
a’(ul, u2) soient absolument continues au sens de Tonelli (d&ja affaiblie par l’aut. 
en fonctions A variation bornee au sens de Tonelli: ce Zbl. 14, 297). Frederic Roger. 

Faedo, Sandro: L’unieitä delle successive approssimazioni nel metodo variazionale. 
Atti Accad. Italia, Mem. 13, 679—706 (1942). 

Verf. betrachtet die Variationsmethode von Picone (dies. Zbl. 16, 176) für die 
Integration der Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen, die bei Pro- 
blemen der Ausbreitung auftreten. Verf. hatte früher (dies. Zbl. 25, 331) auch für den 
Fall eines unendlichen Zeitraumes die Existenz der sukzessiven Annäherungen be- 
wiesen, die man bei der Anwendung der Variationsmethode erhält. In der vorliegenden 
Arbeit beschäftigt er sich mit der Eindeutigkeit der genannten Approximationen für 
ein System von Gleichungen zweiter Ordnung. Diese Eindeutigkeit ergibt sich aus dem 
Beweis dafür, daß ein gewisses Integral des Typus 


[tt ol), ..., ont), @E), ..., @nlt), le), ..., @(t)]dt 


eine einzige Minimante besitzt. Zu diesem Zweck nimmt Verf. die Untersuchungen 
wieder auf, die nach der direkten Methode von Tonelli vom Ref. (dies. Zbl. 17, 171; 
24, 44) für die Integrale der Variationsrechnung begonnen wurden, die von Ableitungen 
höherer Ordnung abhängen und deren Integrationsintervall unendlich ist. Er beweist 
neue asymptotische Eigenschaften und Eindeutigkeitssätze für die Extremalen. 
S. Cinquini (Pavia). 

integralgleichungen. Integraltransformationen: 

Fenyö, Stefan: Über die „Polynom-Kerne“ der linearen Integralgleiehungen. Math. 
Z. 48, 772—780 (1943). 

Im Grundgebiet O< x, y<1 seien K(x, y) ein stetiger Kern, K,(z, y) seine 


n—1l 
Iterierten, Q(z, y)= Da, K„_-,(2, y), «= 1, a, konstant, ein daraus gebildeter Poly- 
=o 


nomkern. Eine Arbeit von Satö (dies. Zbl. 24, 408) weiterführend und vereinfachend, 
zeigt Verf., daß A dann und nur dann ein Eigenwert von Q(z, y) ist, wenn wenigstens 


se 
eine Wurzel der Gleichung (1) P(x-})= Da, a"r+”—4-1=0 Eigenwert, von K (z, y) 
v=_0 


ist. Die entsprechenden Eigenfunktionen von K sind auch solche von @; den all- 
gemeinen Ausdruck der zu A gehörigen Eigenfunktionen von Q vermag Verf. anzu- 
geben. Des weiteren kann er den lösenden Kern zur Integralgleichung 


1 
(2) jew Y)p(ydy-+ aP(2) = f(r) 


angeben; sind nämlich o,)...co„ die Wurzeln von (1), und ist R(z, y; 0,) der zum 
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Parameter o, gehörende lösende Kern von X N y), so lautet der lösende Kern zu (2) 


san -A)- m Dapprern. 


v=1 =1 
ut» 
Entsprechende Aussagen lassen sich machen, wenn aus n vertauschbaren Kernen 
K®... K® und beliebigen Bea A1...An ein Kern 


I, y) = 2,80 2 1, KW») PS], Il, Kuno) +. 


Er, 
ei) HRe8 


ER e 1 ur - : 
Kir ia..-%,) = [... [KÜı)(«, EIKE)... K% IE, Y)dE, 
0 06 
zusammengesetzt wird; die Gleichung p(x) — -/ AT x, y)p(y)dy=0 besitzt nur dann 


eine nichttriviale Lösung, wenn wenigstens en A, ein Eigenwert von K®) ist. 
Harald Geppert (Berlin). 
Spain, B.: Interpolated derivatives. Proc. roy. Soc. Edinbourgh 60, 134—140 
(1940). 
Verf. wählt als Ausgangspunkt seiner Studien die Newton-Gaußsche Interpolations- 
formel 


. ae denie, 


und gewinnt eine verallgemeinerte Derivierte F(n) = D"f(x), indem er in (1) für F(r) 
für positive r die r-te Ableitung, für negative r dagegen das —r-fache Integral der 
Funktion f(z) einsetzt, also F(r) = N(z), r=0,1,2,..., und 

T 


Fo)= —m[e-Wrrw)au. 7=-1,-2... 


a 
(Der Anfangswert a ist also ausgezeichnet!) Durch geeignete Umrechnungen, die sich 
unter der Voraussetzung der Konz der Reihe 


SH P@l 


bei Beschränkung auf 0 > 15 —1 ne durchführen lassen, erhält man die Dar- 
stellung ran du Rn o, 

2 ers + [an Dez D 

Die mit (2) gewonnene , Funktion. F(n (n) läßt sich auf die gesamte n-Ebene 
fortsetzen. Das erwünschte Gesetz (3) D" Dr f(x) = D"+" (z) gilt hier nicht allgemein. 
Setzt man formal a = —oo, so verschwindet in (2) der zweite Teil, und man macht 
die beachtliche Feststellung, daß sich der Ausdruck in diesem Fall auf die bekannte 
Riemann-Liouvillesche Derivationsformel reduziert. Hier gilt bekanntlich (3). Unter- 
wirft man die Funktion F(r)e-*" dem gleichen Verfahren, so gewinnt man eine Dar- 
stellung für F(n), die man aus (2) dadurch erhält, daß man die untere Grenze 1 bei 
der Integration nach t durch e* ersetzt [Druckfehler in der Formel: Es fehlt der 
Faktor 1/I’(n + 1)]. Läßt man jetzt k > oo streben,-so ergibt sich auch so wieder 
der Riemannsche Operator. H. Hadwiger (Bern). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Lijn, 6. van der: Quelques formules eoncernant les operateurs polynomiaux. Bull. 
Soc. Roy. Sci. Liege 11, 528—531 (1942). 
Die Note schließt ah an frühere Arbeiten an (vgl. dies. Zbl. 26. 411). Ist /(z) 
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ein Monom vom Grad n, so gilü folgende Verallgemeinerung der Binomjalentwicklung: 
nr 


on Ha +Y) =D a Ann (für die Definition der Begriffe vgl. 1. c.). 
i=0 

Ferner wird gezeigt, daß Aa, An, Sr do, _,®) für = —4(w, + --- +4 0@,-ı) 

verschwindet. Köthe (Gießen). 

Sobezyk, Andrew: Projeetion of the space (m) on its subspace (co). Bull. Amer. 
Math. Soc. 47, 938—947 (1941). 

Let (m) denote the space of bounded sequences, (c) that of convergent sequences, 
and (c,) that of sequences convergent to 0. A. E. Taylor has shown (this Zbl. 22, 54) 
that if a projection of (c) on its subspace (c,) exists, it must be of norm >2. This 
implies the same result for (m) on (c,), the question as to the existence of a pro- 
jection of (m) on (c,) resting open. Making use of a recent result of R.S. Phillips 
(this Zbl. 25, 342), asserting that no projection of (m) on (c) exists, the author shows 
that the above question is to be answered in the negative. This is rather surprising, 
since, as the author shows, for any separable Banach subspace W of (m), con- 
taining (c,), there exists a projection of W on (c,) which is of norm 2.. The nonexistence 
of a projeetion of (m) on (c,) is therefore due in an essential way to the insepara- 
bility of (m). Bela de Sz. Nagy (Szeged). 

Cramör, Harald: On harmonie analysis in certain funetional spaces. Ark. Mat. 
Astron. Fys. 28B, Nr 12, 1—7 (1942). 

Preliminary report on certain results very analogous to the fundamental theorems 
in generalized harmonie analysis as developed by N. Wiener and 8. Bochner, but 
replacing the averages over the “time axis” for an individual function by averages 
over function space. — Consider the space © of all finite complex-valued functions 
ft) = g(t) + ih(t) of the real variable i. A set of functions /(t) defined by a finite 
number of inequalities of the form x, < g(t,) <= ß,,y, < hit,) <= ö,, will be called an 
intervalin ©. Let & denote the smallest additive class of sets in © containing all 
intervals. Let P($) be a non-negative measure defined for all sets SEE. Suppose 
that P(&) =1, [|f(to)?d P< oo for any given real number ty, and that P(S$) is in- 

(C) 


variant for translations in time, i.e.that whenever S$ is a measurable set of func- 

tions /(f), then the set 8, obtained by substituting f(t + Ah) for f(t) is also measurable 

and has the same measure for any real h. The integral Yu to +) flt)dP=_(t) will 
© 


then be finite and independent on t,; suppose that it is a continuous function of t. 
[A measure P(5) satisfying all these conditions is said to be attached to a stationary 
and continuous distribution in function space ©.] p(t) being a continuous positive 


definite function, may be represented in the form p(t) = di e*'=d®(x) with a bounded 


—00 
never decreasing function ®(2). Let N beanetontherealaxis defined as a sequence 
of divisions D,,D,,... of the axis, such that D, consists of a finite number of 


points &” <a” <.-- <.af”, all being continuity points of ®(x); it will also be 


: m) 
required that &]” > — ©, af) > 00, 6, = max(&”) |, — &®) > 0 forn — oo, and that 
v 


DD (af?) — D(—o)], D[D() — D(af)], I 62 are all convergent. [Such a net 


ur . . “ % 

is called efficient with respect tothe measure P(8).] — The fundamental result 
is now the following: To every fit) E& there corresponds an F(t)E&, so that, 
if Nisany net efficient with respect to P(8), then for almost all /E & [with 
respect to P($)] we have | 

co R—1 -. (N) 
itz 1 ca, 
Io = [ea Flo) = im, I.” [Ffof}.) — Flo] 


for almost all real i. — Without demonstrations.. Bela de 82. Nagy (Szeged).. 
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Riesz, Frigyes: Sur quelques problömes de la theorie ergodique. Mat. fiz. Lap. 49, 
34—60 u. franz. Zusammenfassung 60—62 (1942) [Ungarisch]. 

Überblick über die Entwicklung der Ergodentheorie seit 1931 mit vollständig aus- 
geführten, vielfach vereinfachten Beweisen ihrer Hauptsätze. — Der Birkhoffsche Satz 
wird in der verallgemeinerten Form bewiesen, daß von den Abbildungen 7 der meß- 
baren Grundmenge (2 (von endlichem oder unendlichem Maß) auf sich nur Eindeutig- 
keit (und nicht Eineindeutigkeit!) und Maßtreue verlangt wird in folgendem Sinne: 
Ist E eine beliebige meßbare Menge <.Q, TE ihre Bildmenge und E’ die Menge aller 
Punkte €, deren Bildpunkte in TE fallen, so haben TE und E’ gleiches Maß. Zum 
Beweis wird als Hilfssatz das ‚maximal ergodic theorem“ von Yosida und Kakutani 
benutzt (vgl. dies. Zbl. 21, 412), das folgendes behauptet: Ist /(P) auf 2 definiert 
und integrierbar, und bedeutet Z die Menge derjenigen Punkte PE Q, für die min- 
destens eine der Summen f(P)+ {{TP)-+ --- + f(T"-1PP) positiv ist, so ist [tP)=0. 

E 


Für diesen Hilfssatz wird ein neuer Beweis gegeben, der auf folgendem ganz elemen- 
taren Lemma beruht: Seien a,,a,,...,a, gegebene reelle Zahlen und m eine 
gegebene ganze Zahl <n. Man betrachte die a,, die als Anfangsglieder 
von mindestens einer positiven Summe % +%,ı +: +%,, mit h<m 
vorkommen. Dann ist die Summe dieser a, selbst positiv. — Die Integral- 
form des Birkhoffschen Satzes ergibt sich mit Hilfe des entsprechenden Lemmas: 


Sei g(£) eine auf (a,b) integrierbare Funktion, und sei d<b-.a. Man be- 
+ h 


trachte die Menge ederjenigen Punkte i,, für die / g(i)dt > 0 für mindestens 


io 

ein positives Ah<diist. Diese Menge e zerfällt in endlich oder unendlich 
viele Intervalle. Das Integral von g(t) auf jedem einzelnen Intervall und 
somit auch auf der ganzen Menge e wird >0. Es sei bemerkt, daß, wenn @‘{t) 
die Integralfunktion von g(t) bezeichnet, dann die obigen Punkte t, auch so charak- 
terisiert werden können, daß @(t, + h) >@(t,) für mindestens ein h mit O<h<d 
ist. In dieser Form erkennt man die enge Verwandtschaft dieses Lemmas mit dem- 
jenigen, dessen sich Verf. früher (vgl. dies. Zbl. 6, 341) zum Beweise der Differenzier- 
barkeit monotoner Funktionen bedient hatte. — Die gleichen Hilfssätze werden auch 
zur Herleitung der Hopfschen Verallgemeinerung des Birkhoffschen Satzes angewendet. 
— Für den von Neumannschen Ergodensatz werden zwei vom Verf. herrührende 
Beweise reproduziert (vgl. dies. Zbl. 26, 132 und 19, 414). Die Methode des ersten 
wird auch auf gleichmäßig konvexe Räume sowie auf den Beweis einer von N. Dun- 
ford herrührenden Verallgemeinerung des Satzes (vgl. dies. Zbl. 21, 413) angewendet. 
Der zweite Beweis wird so gestaltet, daß man mit demselben auch die vom Verf. 
herrührenden Verallgemeinerungen des Satzes auf die Funktionenräume ZP mit p=1 
erhalten kann. Bela v. Sz. Nagy (Szeged). 


Praktische Analysis: 

© Dwight, Herbert Bristol: Mathematical tables. New York: McGraw-Hill Publ. 
Comp. 1941. 231 pag. $ 2.50. 

© Jordan, Wilhelm: Logarithmiseh-trigonometrische Tafeln für neue (zentesimale) 

Teilung mit sechs Dezimalstellen. Hrsg. v. Otto Eggert. 6. verb. Aufl. Stuttgart: 
Wittwer 1942. IX, 424 8. geb. RM. 12.—. 

Bertram, H.: Vorschlag zu einer Verbesserung der Doppelrechenmaschine Thales- 
Geo. Allg. Vermess.-Nachr. 55, 79 (1943). 

Verf. schlägt vor, für jede der drei möglichen Schlittenstellungen besondere 
Umdrehungszählwerke vorzusehen. Bei ebenen Koordinatentransformationen entfällt 
hierdurch jegliche Zwischenaufschreibung und man erhält unmittelbar die gesuchten 
Koordinaten. Sutor (Berlin). 
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Lemaitre, 6.: L’iteratica rationnelle. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 347—354 
1942). 
a bezeichnet als ‚‚iteration rationnelle‘ einen Prozeß, bei dem nach Ausführung 
einer Anzahl gewöhnlicher Iterationsschritte alle Einzelergebnisse zur Erreichung eines 
besseren Gesamtergebnisses herangezogen werden. Er zitiert als Ursprung dieses Ver- 
fahrens eine Stelle bei Gauß und wendet das dort zur Auflösung von Systemen be- 
nutzte Verfahren auf eine einzige Gleichung 2 = f(x) mit einer Unbekannten x an. 
Man erhält so eine — übrigens schon von J. F. Steffensen (vgl. dies. Zbl. 7, 26) 
angegebene — verbesserte Iterationsformel 
CU — 7 
a — 20% +2’ 
in der 2, = f(x,) und x, = f(2,) ist. Anwendung seiner Formel bei 2 Gleichungen mit 
2 Unbekannten hält der Verf. für günstiger als das von ihm erwähnte Gaußsche Ver- 
fahren. Andeutungen zu einer Übertragung der „iteration rationnelle‘ auf die Lösung 
von Differentialgleichungen. Theodor Zech (Dessau). 
Bussmann, Karl: Das Newtonsche Näherungsverfahren für allgemeine Gleiehungs- 
systeme. Braunschweig: Diss. 1940 (1941). 71 Bl. (Maschinenschr.) 


Heinhold, J.: Zur mechanischen Integration von Differentialgleiehungen. Z. Instru- 
mentenkde. 63, 71—74 (1943). 

Knappe Beschreibung der Konstruktionselemente einiger Maschinen zur Auflösung 
von Differentialgleichungen, insbesondere der Maschinen von Bush und von Knorr. 
Auf ein weiteres Integriergetriebe in Anlehnung an Ventosa und Hele Shaw wird 
hingewiesen. Theodor Zech (Dessau). 

Willers, Fr. A.: Fahrdiagraphen. (J 081-10.) Arch. techn. Messen Liefg 141 (1943). 

Fahrdiagraphen sind Geräte, welche die Fahrzeit eines Fahrzeuges aus Zugkraft 
und Widerstand in Kurvenform liefern. Mathematisch handelt es sich um Integration 
der Differentialgleichung y’=f,(y')+fs(y)+fs(x) bei gegebenen Funktionen f}, fa, fs- 
Zwei auf verschiedenen Konstruktionsgrundlagen beruhende Apparate von Knorr 
und von Tuschy werden beschrieben. Theodor Zech (Dessau). 

Knobloch, H.: Zur Auswertung der Vermessung eines zeitlich veränderliehen Vor- 
gangs beim Einsatz verschiedenartiger Meßgeräte. Luftf.-Forschg. 20, 42—45 (1943). 

Die Werte einer Funktion oder einer ihrer Ableitungen seien in einer Anzahl von 
Argumentpunkten bekannt. Für die Koeffizienten des Polynoms gegebenen Grades, 
welches diesen Angaben im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate am nächsten 
kommt, werden Berechnungswege, im Fall gleichabständiger Argumentstellen auch 
explizite Formeln und Rechenhilfen angegeben. Glätten und numerisches Differen- 
zieren sind in der Fragestellung enthalten. Theodor Zech (Dessau). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Andreoli, Giulio: Interpretazione probabilistiea di teorie logiche e matematiche rela- 
tive a fenomeni conereti. (5. riun. sci., Roma, 30.—31. V. e 1. VI. 1942.) Soc. ital. Sta- 
tist., Atti 226—231 (1942). 

Logisch strenge Begriffe und Beweise können in empirisch-statistischen Gebieten 
nur näherungsweise Anwendung finden; von diesem Standpunkte aus betont Verf, 
wie dort — im Gegensatz zur Genauigkeit der rein mathematischen Logik — Un- 
genauigkeit, Unsicherheit, Wahrscheinlichkeit auftreten, und erklärt mehrere Folge- 
rungen der so entstehenden Anschauung. Bruno de Finetti (Trieste). 

Feller, Willy: Neuer Beweis für die Kolmogoroft-P. Levysche Charakterisierung 
der unbeschränkt teilbaren Verteilungsfunktionen. Rad 263, 95—112 u. Bull. int. Acad. 
Croate Sci. Beaux-Arts 32, 106—113 (1939). 

Dem von P. Levy (in seiner Theorie de l’addition des variables aleatoires, Paris 


411 


1937 [dies. Zbl. 16, 170]) veröffentlichten, durch eine anschauliche, aber ziemlich ver- 
wickelte wahrscheinlichkeitstheoretische Analyse der (von der Zeit abhängigen) Zufalls- 
veränderlichen z(T) selbst gewonnenen Beweis gegenüber wird hier ein direkter ana- 
lytischer Beweis gegeben, der im Grunde mit dem ursprünglichen Beweis von Kolmo- 
goroff [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 15, 805—808 (1932); dies. Zbl. 4, 408] 
für jenen Spezialfall verwandt ist, in welchem die Verteilungsfunktion von x(T) — x{t) 
außer von x nur von T — t abhängigist. Hierbei ergibt sich auch die Bedeutung zweier 
Größen, die bei der Kolmogoroff-P. Levyschen Charakterisierung der unbeschränkt 
teilbaren Verteilungsfunktion auftreten und bisher nur in bezug auf einige funktionen- 
theoretische Eigenschaften (Monotonie, Singularität) festgelegt werden konnten. 
v. Stachö (Budapest). 

Ville, Jean: Sur un probleme de g&omötrie sugger& par ’&tude du mouvement 
brownien. C. R. Acad. Sci:, Paris 215, 51—52 (1942). 

Dans l’&tude du mouvement brownien on est amene, quand on fait tendre vers 
zero l’intervalle de temps moyen qui separe deux chocs consecutifs, & considerer des 
fonctions aleatoires d’une variable t, presque certainement continues, & accroissements 
successifs independants. Les trajectoires sont des courbes presque certainement con- 
tinues, mais sans tangente. L’A. demontre que, au moins dans le cas de l’espace & 
trois dimensions, un point donn& de la trajectoire est presque certainement un point 


simple. B. Hostinsky (Brünn). 
Statistik: 


Gini, Corrado: Per la determinazione della probabilitä di transvariazione tra piü 
gruppi. (5. riun. sci., Roma, 30.—31. V. e 1. VI. 1942.) Soc. ital. Statist., Atti 
195—197 (1942). 

Es liegen zwei Verteilungen desselben quantitativen Merkmals in zwei Gruppen 
vom Umfange N, und N, vor. Besitzt die zwischen irgendeinem Merkmalswert; der 
ersten Gruppe und irgendeinem solchen der zweiten gebildete Differenz ein von der 
entsprechenden Differenz der beiden Zentralwerte verschiedenes Vorzeichen, so liegt 
eine „Transvariation‘“ der beiden Gruppen vor. Fallen insbesondere die beiden Zen- 
tralwerte zusammen, so ist die Anzahl der Transvariationen unter allen möglichen 
N,N,-Differenzen N,N;/2. Der aus der tatsächlichen Anzahl s,, der Transvaria- 
tionen und N,N,/2 gebildete Quotient 

Pia = 2512/(N,N;) 

wird in der italienischen Literatur von alters her als ‚„Transvariationswahrscheinlich- 
keit‘ bezeichnet. Verf. beweist, daß, wenn die Zentralwerte der Gruppen |, m, n, ..., 2 
alle im selben Sinne vom Zentralwert der Gruppe i abweichen, die Transvariations- 
wahrscheinlichkeit Pja+m+n+...+.) zwischen der Gruppe : und der durch Zusammen- 
fassen von I,m,n, ..., z gebildeten Gruppe ((+m-+n-+ --- +) gleich dem ge- 
wogenen Mittel der Transvariationswahrscheinlichkeiten P;,, Pim; Dina Bin ZWIr 
schen der Gruppe ? und den einzelnen Gruppen I, m, n, ..., 2 ist: 


Pia+mtın+.-+2) 
— 2-(N,-Pı+ Nm’Pimt Na Pont + N, Pol + Nat Nn+ +N,). 
Der Satz erweist sich als nützlich zur Bestimmung des Mittelwertes der r(r — 1/2 
Transvariationswahrscheinlichkeiten von r Gruppen. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Salvemini, Tommaso: Sullo searto trigonometrieo medio. (5. riun. sci., Roma, 
30.—31. V. e 1. VI. 1942.) Soc. ital. Statist., Atti 215—222 (1942). 

Den s verschiedenen Modalitäten eines zyklisch-qualitativen Merkmals werden 
die Punkte eines Kreises zugeordnet, und von einem beliebig festgesetzten ‚Anfangs- 
punkt aus auf demselben werden die Bogenlängen x; der einzelnen Modalitäten X, 
gemessen. In einer zyklischen Verteilung von n Elementen sei das Merkmal X, Y;-mal 
vertreten. Verf. hat (vgl. dies. Zbl. 26, 332) als geeignetes Streuungsmaß einer solchen 
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zyklischen Verteilung 
Sp—=1-|4-sinz + B-cosz|n=1— P/n 


8 & 

A=DY-sinz, B=NY con, tg= A/B 

i=1 i=1 
vorgeschlagen. Die Größe P/n deutet nun Verf. geometrisch als Modul des resul- 
tierenden Vektors, der sich durch Addition der s vom Mittelpunkt nach den Bild- 
punkten X; gerichteten Vektoren der Länge Y;/n ergibt. Zahlenbeispiel: Verteilung 
der Todesfälle nach Monaten für verschiedene Altersgruppen. M. P.Geppert. 

Gini, €.: Su la misura della dispersione e la sua relazione con Pindice di connessione. 
(5. riun. sci., Roma, 30.31. V. e 1. VI. 1942) Soc. ital. Statist., Atti 467—470 (1942). 

Es liege das Lexissche Schema vor: r Versuchsreihen von je n Beobachtungen 
einer Alternative A; p; = Merkmalswahrscheinlichkeit in der ö-ten Reihe; /; = Anzahl 
der in der i-ten Reihe beobachteten Merkmale 4; 


(28)? 3 (& _ ») r = empirische, 
vn 


(254)? = p(l1 — p)/n = theoretische Streuung. 
Statt des Lexisschen Dispersionskoeffizienten 


= 28,4 = y: +n— )3 (p — P*/lp(l — p)] 


betrachtet Verf. die durch ihr Maximum Yp(1 — p) dividierte zweite Komponente 
desselben, 


ee ee ee ee u r 
Mm Al 2 n—1 sa kin }) 
z = es» - ru-n]| /Pru-p) ee DER np pn)» 
i=1 
als geeignetes Dispersionsmaß. Falls p unbekannt ist und näherungsweise aus den 
nr Beobachtungen bestimmt wird, lautet es 


r 
ne fh n - fi) 
Z= yı ls DE ee wrpi —ep)] 
i=1 
und deckt sich nach der Terminologie des Verf. mit dem „quadratischen Zusammen- 
hangsmaß“ (als 4a0 7% z durch das K. Pearsonsche Korrelationsverhältnis ausdrück- 
bar) zwischen dem Alternativmerkmal A und dem Merkmal B, nach welchen das 
Gesamtmaterial in Versuchsreihen aufgeteilt ist. M. P.Geppert (Bad Nauheim) 
Varennes e Mendonga, P. de: Orthogonality and analysis of variance. Port 
Math. 3, 234—252 (1942). ; a 
Sind 21, %,...,%m unabhängige Zufallsveränderliche und führt man durch 
y= D%; x, neue Veränderliche ein, so heißen 4; und %; gegenseitig orthogonal auf 


mit 


I 
der Basis z,, %, . . ., &,, wenn DU; = 6x ist (ö;, Symbol von Kronecker). Ein 


System von h derartigen Varnachen %; heißt arthogonal auf der Basis, &,, 2, ..., & 

wenn je zwei y und %;, gegenseitig orthogonal sind. Man zeigt dann ic einfache 
Sätze über die Zerlegung und die Zusammensetzung von Orthogonalsystemen. Es 
folgen Sätze für den Wechsel der Basis und ein Satz über vollständige Orthogonal- 
systeme. Anschließend wird die Erweiterung eines Satzes von Fisher bewiesen: 
Genügen die Zufallsveränderlichen ©, ©=1,...,m Normalverteilungen mit gleichen 
Streuungen, dann haben die neuen Veränderlichen y,; nur dann dieselbe Eigenschaft 
wenn sie ein vollständiges Orthogonalsystem auf der Basis z,,2,,...,2 bilden. 
Betrachtet man N = pg Zahlen X,,, die in ein Rechtecksschema eingeordnet sind, 


und sind X,. die Zeilenmittel, X. ; die Kolonnenmittel und X das Gesamtmittel, dann 
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zeigt man unter der Voraussetzung, daß diese Zahlen eine Zufallsauswahl aus einer 

normalen Bevölkerung sind, daß Bewertungen ihrer Streuung mit den bezüglichen 

Freiheitsgraden N— 1, p—1, 9-1, (p-1)(g- 1) durch N - I Be - > 
1 =: z2 1 = 72 1 = y 

en zu en Barren 2 3x 

aD 2), 12 2, Ep xyz 

gegeben werden. Anschließend werden noch zwei Sätze über die mathematischen 


Erwartungen dieser Größen hergeleitet. Aus diesen Sätzen gewinnt man Grundsätze 
für die Anwendung der Streuungsanalyse. F. Knoll (Wien). 


Pätau, K.: Eine neue x2-Tafel. Z. Vererb.lehre 80, 558—564 (1942). 

Verf. veröffentlicht eine sehr sorgfältig gezeichnete Netztafel, die es gestattet, für 
jeden berechneten, zwischen den Grenzen 0,0001 und 100 gelegenen x2-Wert für 1 bis 
150 Freiheitsgrade den zugehörigen P-Wert der Wahrscheinlichkeit zwischen 10-10 
und 0,9999 abzulesen. — Abgesehen von den allgemein gültigen Vorteilen graphischer 
Tafeln gegenüber numerischen Tabellen hat die neue x?-Tafel gegenüber den be- 
kannten x?-Tabellen von Elderton und von R. A. Fisher, die sich auf 1 bis 30 Frei- 
heitsgrade beschränken, den Vorzug, höhere Freiheitsgrade zu berücksichtigen und 
den Bereich der P-Werte nach oben und unten beträchtlich auszudehnen. 

M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Wilson, Edwin B.: The controlled experiment and the four-fold table. Science, New 
York 93, 557—560 (1941). 

An einigen speziellen Zahlenbeispielen erörtert Verf. folgende bekannte Verfahren, 
die zum Vergleich zweier beobachteter Häufigkeiten dienen, und vergleicht ihre zahlen- 
mäßigen Ergebnisse: bei Zugrundelegung einer Vierfeldertafel mit nur zwei konstanten 
Randsummen (den Umfängen der Beobachtungsreihen): 1. exakte Berechnung der 
Wahrscheinlichkeit einer ebenso großen oder noch größeren Differenz der beobachteten 
Häufigkeiten aus der Binomialverteilung; 2. angenäherte Beurteilung derselben nach 
dem bekannten Yuleschen Verfahren; bei Zugrundelegung einer solchen mit vier kon- 
stanten Randsummen: 1. R. A. Fishers exakte Berechnung der besagten Wahrschein- 
lichkeit, 2. x?-Verfahren (mit 1 Freiheitsgrad), 3. x?-Verfahren mit Korrektur von 
Yates. M. P.@Geppert (Bad Nauheim). 

Fisher, R. A.: The interpretation of experimental four-fold tables. Science, New 
York 94, 210—211 (1941). 

Verf. knüpft an E. B. Wilson (vgl. vorsteh. Ref.) an und erklärt die dort an 
Zahlenbeispielen festgestellte zahlenmäßige Abweichung der Resultate bei Verwendung 
des Yuleschen und des Fisherschen Verfahrens folgendermaßen. Beim Fisherschen 
Verfahren (4 konstante Randsummen) sind die Wahrscheinlichkeiten für die zum Ver- 
gleich herangezogenen Vierfeldertafeln von der zu prüfenden gemeinsamen Grundwahr- 
scheinlichkeit unabhängig. Beim Yuleschen Verfahren (nur 2 Randsummen konstant) 
hängen sie hingegen wesentlich von derselben ab, und als gemeinsame Grundwahr- 
scheinlichkeit wird willkürlich die durch Zusammenfassen der beiden Reihen sich er- 
gebende Gesamtwahrscheinlichkeit geprüft, welche mit denjenigen Gesamtwahrschein- 
lichkeiten, die sich aus den zum Vergleich herangezogenen anderen Vierfeldertafeln 
ergeben, nicht übereinstimmt. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Mareantoni, Alessandro: Pesi e eorrelazioni per misure dirette condizionate. Atti 
Accad. Italia, Rend., VII. s. 3, 23—32 (1941). 

Die vorliegende Arbeit enthält im wesentlichen die gleichen Ergebnisse, die in 
ausführlicher Form in der in dies. Zbl. 27, 116 besprochenen Arbeit enthalten sind. 

F. Knoll (Wien). 

Gebelein, Hans: Verfahren zur Beurteilung einer sehr geringen Korrelation zwischen 
zwei statistischen Merkmalsreihen. Z. angew. Math. Mech. 22, 286—298 (1942). 

Gegeben sei eine Menge von m Elementen, von denen jeweils m, von der ı-ten 
Art i=1,...,k) sind; sie bestehe aus I Teilmengen mitn,4=]1,...,i) Elementen, 


414 


von welchen n;, der i-ten Art sind. Die Werte n;, bilden eine Kontingenztafel mit den 
Zeilensummen n, und Spaltensummen m,. Verf. berechnet die Wahrscheinlichkeit für 
das Auftreten einer bestimmten Matrix (n;,) bei vorgeschriebenen Randsummen m, ,n, zu 


k I k, 1 
W(n,,) = II ms! Ins! (m! Ins) 

i=1 j-l i,j=1 
und gewinnt daraus Erwartungswert und Streuung für %;,, 15 (my; — 1), MizNiy , NiyNoy - 
Als Spezialfall umfaßt dieses Problem für k=1= 2 das Vierfelderschema, aus dem 
sich bei Messung der Differenz zweier Häufigkeiten an ihrer Streuung der von Schelling- 
sche T-Test: ergibt, und noch allgemeiner für k = I die der von Schellingschen Treffer- 
probe zugrunde liegenden quadratischen Kontingenztafeln. Daraus gewinnt man eine 
sinngemäße Verallgemeinerung des von Schellingschen Häufigkeitenvergleichs auf die 


Differenz (n;y/ny — ni,[n)) in einer beliebigen Kontingenztafel. Für große m wird 
asymptotisch W(n,,) > C - exp(— 2/2) 

mit 0-1 Yamdyn.m Ynog,» B=mm g=mm, 

wo k,l 


m - 0? = I (m, — my) 


= 

ein Vielfaches des Pearsonschen Kontingenzmaßes und für 1 = 2 des x?-Ausdrucks ist 
und Erwartungswert (k — 1) (1 — 1) und Streuung 2(k — 1) (l — 1) besitzt. Der nor- 
mierte Ausdruck Z = Q?/E(Q?) stellt eine brauchbare Verallgemeinerung der Lexis- 
schen Zahl, mit der er für k = 2 übereinstimmt, auf Matrizen dar und gibt die Mög- 
lichkeit, innerhalb zweidimensionaler statistischer Gesamtheiten mit vielfach geglie- 
derten (quantitativen oder nichtquantitativen) Merkmalen geringfügige Korrelationen 
nachzuweisen. Zahlenbeispiele. M. P.@eppert (Bad Nauheim). 

Höffding, Wassilij: Stochastische Abhängigkeit und funktionaler Zusammenhang. 
Skand. Aktuarie Tidskr. 1942, 200—227. 

Gesucht wird eine auf den Bereich O bis 1 beschränkte Maßzahl y, welche die 
Eigenschaft haben soll, daß ein sehr kleiner Wert von y auf fast vollständige stocha- 
stische Unabhängigkeit hinweist, während ein y-Wert dicht bei 1 eine beinahe funk- 
tionale Abhängigkeit anzeigen soll. Diese noch zu unbestimmten Forderungen ver- 
schärft Verf. im Anschluß an A. Kolmogoroff durch eine mengentheoretische For- 
mulierung. Wenn die beiden stochastischen Veränderlichen mit der Wahrscheinlich- 
keitsdichte f(x, y) stetig verteilt sind, so ergibt sich speziell 


+0 +0 
v=3/ Stay) -hlatly)ldray. 
w=-0 y=-0 
Verf. zeigt, daß eine von J.F. Steffensen [Biometrika 26, 251—255 (1934); dies. 


Zbl. 9, 221] eingeführte Größe ® mit diesem y durch ® = = 


zusammenhängt und 


weitgehend ähnliche Eigenschaften besitzt. Dazu gehört auch die Invarianz gegen 
Maßstabsänderungen der Form 2=x(X), y=y(Y). Die für Anwendungen ent- 
scheidend wichtige Frage nach der Verteilung von y in n-gliedrigen Stichproben aus 
einer N-gliedrigen Gesamtheit wird noch nicht angeschnitten. v. Schelling (Berlin). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Koyenuma, Nobutsugu: Trefferwahrscheinlichkeit und Variabilität. Bemerkungen 
zur Arbeit von H. v. Schelling in Naturwiss. 30, 306 (1942). Naturwiss. 30, 732—733 
(1942). 

Ergänzende Bemerkungen zu der in der Überschrift genannten Arbeit von von 
Schelling (dies. Zbl. 26, 416). Die von von Schelling mittels Rekursion hergeleitete 


Formel S 


jet Ad =Ik) 


oo 
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beweist Verf. unmittelbar mit Hilfe der Transformation Y—e*. Die bei der Berech- 
nung der Momente nötigen Ausdrücke r5 . en 3 berechnet Verf. nicht wie 
von Schelling durch sukzessive Differentiation der logarithmierten Funktional- 


gleichung /(2+1)=z-I'(z), sondern durch Differentiationen von 


N DI 


y=] 


Weiterhin ersetzt Verf. die von von Schelling als Spannweite zwischen den den für 
das lässigste und das empfänglichste Tier benötigten Dosen entsprechenden x-Werten 
verwendete 6-fache Fehlerbreite 60 durch die 4-fache und kommt daher bei den 
durch von Schelling untersuchten Versuchsserien zu anderen Ergebnissen über die 
notwendige Trefferzahl k als von Schelling. M. P.Geppert (Bad Nauheim). 

Koyenuma, Nobutsugu: Beiträge zur Theorie der biologischen Strahlenwirkung. 
Z. Physik 120, 185—211 (1943). 

Die bekannte Trefferformel für die Wahrscheinlichkeit y/y, der Schädigung eines 
biologischen Objekts: 


y/y =1-exp(-&D)-(1+&xD+(&D)2/2! +... + (x D)"-1/(n — 1)!) 
(& = Trefferwahrscheinlichkeit, n = Trefferzahl, D = verabreichte Dosis), die sich 
auch durch die unvollständige Gammafunktion ausdrücken läßt: 


yy=Tsm)/Tsin), z=aD, Tun)= fetm-id, 
0 


ist von Bethe und Seyfarth in der Form 
Ym/y = (Tz(n)/T<(n))”, 2z=o&D/m 

auf den allgemeineren Fall von Vielzellern ausgedehnt worden, die erst dann geschä- 
digt werden, wenn bei Bestrahlung mit der Dosis D jedes der m Partikelchen min- 
destens n-mal von Quanten bzw. Ionen getroffen wird. Um noch bessere Überein- 
stimmung der theoretischen Werte mit den experimentellen Ergebnissen zu erreichen, 
berücksichtigt Verf. außerdem noch die Variabilität der Zellenempfindlichkeit gegen 
Bestrahlung durch Einführung einer zweiten Poissonschen Verteilung 


oo 
en] Den = ea atm!, 
n=0 


mit welcher er den Mittelwert der entsprechenden Trefferwahrscheinlichkeiten bildet: 
y/Yo = > 7 I,(n)/Ic(n)}” Dis 
n=0 n=0 


Die erhaltenen Formeln werden unter Zuhilfenahme Besselscher Funktionen erster 
Art einer eingehenden mathematischen Analyse unterzogen. M. P. Geppert. 
Livada, Gregorio: Sulle eurve logistiche. (5. riun. sci., Roma, 30.—31. V. e 1. VI. 


1942.) Soc. ital. Statist., Atti 202-214 (1942). 
Extrapolierung des Bevölkerungszuwachses mit veränderten Annahmen hin- 


sichtlich der logarithmischen Ableitung y’/y: anstatt y’/y=«a— by (Verhulst): 
y/y=.a- blogy, y/y= ayb — y; Anwendung für Italien (Grunddaten: Bevölke- 


rung der Jahre 1881, 1901, 1921). Bruno de Finetti (Trieste). 
Delgleize, A.: Sur la fonetion de Makeham. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 163—166 
(1942). 


Pour la determination des quatre constantes k, s, 9, € par la methode de King 
et Hardy on consid£re les sommes des logl(z) pour chacun des intervalles (a, a + t ee: 1), 
(a+t,a+2t:—1), (a +2t, «+3t— ]), (a+3t, a+At— 1) et la valeur c est 
definie par le quotient connu des differences secondes. L’au. consid£re les groupements 
Ka+j), Ka+j7+A),...Ka+j+4t—A), j=0,1,2,3 permettant d’obtenir 
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directement la valeur de la constante c et examine aussi une determination en fonction 
de l’ensemble des probabilites de vie ?;- Janko (Prag). 

Jung, Georg: Über eine Summe von Exponentialfunktionen als Sterbeformel. 
Leipzig: Diss. 1941. 87 Bl. (Maschinenschr.) 

Ottaviani, 6.: Sulle tavole di mortalitä. Giorn. Ist. Ital. Attuari 13, 66—76 (1942). 

Verf. setzt die Diskussion von Cantelli über die Zweckmäßigkeit von 2 Formeln 
für die Berechnung der Sterbenswahrscheinlichkeit fort (vgl. C antelli, dies. Zbl. 26, 
337). Saxer (Zürich). 

Heer, W. J. C. de: Entsprechende Jahresbeiträge und Einlagen für aufgeschobene 
Leibrenten. Verzekerings-Arch. 24, 1—7 (1943) [Holländisch]. 

Verf. zeigt, daß die aufgeschobene Leibrente mit jährlicher Beitragszahlung nicht 
ohne weiteres als Summe der Leibrenten aufgefaßt werden kann, die sich ergeben, 
wenn man die einzelnen Jahresbeiträge als einmalige Einlagen ansieht. Bei der Leib- 
rente ohne Rückgewähr ist diese Auffassung nur möglich, wenn die Zuschläge im Ver- 
hältnis der Versicherungsleistung (für Abschlußkosten und für laufende Verwaltungs- 
kosten) mit zunehmendem Eintrittsalter steigend angesetzt werden bzw. im Grenz- 
fall, wenn diese Zuschläge nicht erhoben werden (« =0 undy=0). Praktisch werden 
diese Zuschläge aber für alle Alter gleich hoch angesetzt; Verf. gibt deshalb noch an, 
wie ein Ausgleich durch eine Korrektur der Sterbetafel erfolgen kann. Für die Leib- 
rente mit Rückgewähr zeigt er, daß die erwähnte Auffassung dann haltbar ist, wenn 
die genannten Zuschläge verschwinden («=0 und y=0). AH. Härlen (Berlin). 

Visser, Tj. S.: Welche Prämienbeträge sind für eine bestimmte Annuität einer Erb- 
rente geleistet? Verzekerings-Arch. 24, 8—12 (1943) [Holländisch]. 

Eine Erbrente ist die Differenz einer Zeitrente und einer Leibrente von gleicher 
Dauer. Nach niederländischem Recht ist die einzelne Annuität entsprechend den mit 
Zinseszius verzinsten, dafür aufgewendeten Beiträgen zu versteuern. Verf. gibt eine 
Schätzung der auf eine bestimmte Annuität entfallenden Beitragsteile, indem er jede 
Annuität als eine Kapitalversicherung auffaßt, die gezahlt wird, wenn der Versicherte 
im Fälligkeitszeitpunkt nicht mehr lebt. H. Härlen (Berlin). 

Invrea, R.: Ancora a proposito di rischio medio. Giorn. Ist. ital. Attuari 13, 54—56 
(1942). 

Bemerkungen, die einfacher und tiefer den Sinn eines Beweises und eines Schlusses 
einer früheren Abhandlung des Verf. (dies. Zbl. 26, 338) erläutern. Bruno de Finetti. 

Hagstroem, K.-6.: Note sur l’ineertitude du risque. Skand. Aktuarie Tidskr. 1942, 
150—168. 

Aus der Lexisschen Dispersionstheorie zieht Verf. an Hand eines statistischen 
Beispiels über die Sterbensintensität der Männer Schlußfolgerungen auf die Höhe der 
Reserven in der Versicherungspraxis. F. Burkhardt (Leipzig). 

Hultman, Knut: Einige numerische Untersuehungen auf Grund der kollektiven 
Risikotheorie. Skand. Aktuarie Tidskr. 1942, S4—119 u. 169-—199, 

Unter Benutzung von Material der schwedischen Lebensversicherungs-Aktien- 
gesellschaft Thule werden numerische Untersuchungen ausgeführt über den Einfluß 
gewisser risikoausgleichenden Maßnahmen einer Lebensversicherungsgesellschaft, 
indem. die von F. Lundberg geschaffene kollektive Risikotheorie als Grundlage der 
Untersuchung verwendet wird. Die erwähnten Maßnahmen sind die Rückversicherung, 
die Rücklage einer sog. Ausgleichsreserve und die Sicherheitsbelastung der Prämien. 

W. Simonsen (Kopenhagen). 

Campagne, C.: Der Satz von Hattendorf und seine allgemeine Geltung nach dem 
Satz von Cantelli. Verzekerings-Arch. 24, 121—144 (1943) [Holländisch]. 

Verf. gibt zunächst für einfache Versicherungsformen einen direkten Beweis des 
Hattendorfschen Satzes und zeigt dann nach Cantelli seine allgemeine Gültigkeit 
auch für kompliziertere Versicherungsformen, indem er für den von Invrea auf- 
gestellten expliziten Ausdruck für das Quadrat des mittleren Risikos eine übersicht- 
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lichere Form aufstellt. Er zeigt die Übereinstimmung des von ihm gefundenen Aus- 
drucks mit dem von Invrea und benutzt seine Form zur vereinfachten Behandlung 
der Versicherungsformen, auf die schon Invrea seinen Ausdruck anwandte, sowie zur 
Darstellung des Korrekturfaktors bei Ermittlung des mittleren Risikos einer zusammen- 
gesetzten Versicherung aus den mittleren Risiken der Teile. H. Härlen. 

De Finetti, B.: Impostazione individuale e impostazione eollettiva del problema della 
riassieurazione. Giorn. Ist. Ital. Attuari 13, 28—53 (1942). 

Erweiterte Fassung der in dies. Zbl. 26, 240 besprochenen Arbeit. 

l Harald Geppert (Berlin). 

Hagstroem, K.-G.: Über den sozialen Wert oder den Versieherungsinhalt einer 
Lebensversicherung. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg 8, 92—105 u. 117—129 (1942). 

Untersuchungen über den Akquisitionsmodul (allgemeiner: Belastungsmodul) 
einer Lebensversicherung als Maß für den sog. Versicherungsinhalt der Versicherung. 
Numerische Beispiele mittels schwedischer Berechnungsgrundlagen werden mitgeteilt. 

W. Simonsen (Kopenhagen). 

Nieuwenhuis jr., Th.: Das Analysieren des Betriebsgewinnes einer Lebensversiche- 
A ne nach den Quelien. Verzekerings-Arch. 24, 96—120 (1943) [Hollän- 

isch]. 

Verf. gibt ein Schema der Gewinnanalyse nach den vıer Quellen Sterblichkeit, 
Zins, Aufschläge und vorzeitiger Abgang, wobei er die einzelnen Beträge formelmäßig 
genau erfaßt. Er stellt fest, daß eine rationelle Gewinnanalyse Annahmen über den 
mittleren Zeitpunkt des Zu- und Abgangs voraussetzt: wegen der Abhängigkeit von 
den Rechnungsgrundlagen hat sie allerdings nur vergleichsweisen Wert. Insbesondere 
ergibt sich, daß bei jeder brauchbaren Gewinnanalyse der Zins für terminliche Zahlungs- 
weise berücksichtigt werden muß, und zwar auch bei Jahreszahlung. H. Härlen. 

Riebesell, Paul: Grundsätzliche Bemerkungen zur Renditebereehnung von Wert- 
papieren. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg. 8, 113—117 (1942). 

Die Bemerkungen beziehen sich großenteils auf den Unterschied der Methoden 
des „Standpunktes des Gläubigers‘‘ und desjenigen ‚‚des Schuldners‘ bei der Rendite- 
berechnung. Den Gläubiger interessiert, was er bis zu einem gewissen Zeitpunkt erhält, 
wenn er alle Rückzahlungsbeträge zu dem jeweils erzielbaren Zinsfuß anlegt. Dem 
entspricht die Betrachtung der Rendite nicht als Zinsfuß, zu dem alle Leistungen des 
Schuldners abzuzinsen sind, um die an ihn gezahlte Summe zu erhalten, sondern als 
des Zinsfußes, zu dem sie bis zu einem gewissen Zeitpunkt aufgezinst werden müssen, 
um den ebenfalls bis dahin aufgezinsten Auszahlungsbetrag zu erhalten. Dabei stößt 
man auf die grundsätzliche Schwierigkeit, daß die künftig erzielbaren Zinsfüße un- 
bekannt sind. Nebenbei stellt Verf. fest, daß man immer die Jahresrendite (nicht 
etwa die Halbjahresrendite) bestimmen sollte. H. Härlen (Berlin). 

Geus, W. de: Kursbestimmung m Jahre nach Auflage einer Anleihe. Verzekerings- 
Arch. 24, 15—20 (1943) [Holländisch]. 

Betrachtet werden nur solche Anleihen, bei denen alle Tilgungsbeträge bzw. alle 
Annuitäten nach demselben Gesetz sich ergeben. Verf. zeigt, daß eine Kursformel 
für die ganze Dauer n der Anleihe nicht ohne weiteres für die Restdauer n — m nach 
m Jahren zu gelten braucht. Das ist nämlich nicht der Fall, wenn die Annuitäten 
eine wachsende arithmetische Reihe bilden ; wohl aber bei Anleihen mit in arithmetischer 
Reihe abnehmenden Annuitäten. H. Härlen (Berlin). 

Harburger, W.: Invariante Wirtschaft. Arch. math. Wirtsch.- u. Sozialforschg. 8, 
137—179 (1942). 

Im ersten Teil der Arbeit gibt Verf. eine „Einführung in die monetäre Wirtschafts- 
theorie“, ausgehend von I. Fishers Verkehrsgleichung, die Verf. durch Einführung der 
„Spannung“ 9 zwischen Geld- und Güterseite erweitert und auf die er das ‚„Aus- 
gleichungsprinzip‘“ anwendet, nach dem die Wirtschaftsprozesse als Wechselspiel in- 
flatorischer und deflatorischer Vorgänge aufgefaßt werden, durch deren Ausgleichung 
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die Veränderungen der ökonomischen Größen bedingt werden. Anhangsweise sind 
Schaubilder gegeben, die die gute Übereinstimmung zwischen theoretischen und stati- 
stischen Kurven zeigen. — Im zweiten Teil ‚Die mathematische Theorie“ führt Verf. 
die Bevölkerungsvermehrung als weitere unabhängige Variable ein. In der ‚speziellen 
Theorie“ leitet er für konstante Währungs- und Deckungsverhältnisse die Verkehrs- 
ungleichung ab (im wesentlichen Bestimmung von 6). Die Einführung von Währungs- 
und Deckungsfunktionen ergibt die „erweiterte Theorie“. Schließlich zeigt Verf. durch 
formale Analogie zur Lorentz-Transformation, daß das System der Verkehrsungleichung 
(der speziellen Theorie) invariant gegenüber einer.Drehung um einen imaginären Geld- 
umlauf ist. — Die Verständlichkeit der Arbeit leidet verhängnisvoll darunter, daß die 
einzelnen Teile der Darstellung ohne Zusammenhang sind (vielleicht durch starke 
Kürzungen bedingt). Es wird auf Tabellen bezogen, die man vergeblich sucht; die 


Formelzählung überschneidet sich; die Symbolik ist nicht einheitlich durchgeführt. 
H. Härlen (Berlin). 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 

Schmidt, Arnold: Die Dualität von Inzidenz und Senkrechtstehen in der absoluten 
Geometrie. Math. Ann. 118, 609—625 (1943). 

Für die Begründung der ebenen Geometrie, wie sie Hjelmslev [Math.-fys. Medd., 
Danske Vid. Selsk. 8, Nr 11; 10, Nr 1 (1929)], Podehl-Reidemeister (dies. Zbl. 9, 
177) und Ref. (dies. Zbl. 15, 36) vorgenommen haben und die nicht den vollen Kon- 
gruenzbegriff, sondern nur die Eigenschaften der Spiegelungen verwendet, wird ein 
neues Axiomensystem gegeben, das den Begriff der Spiegelung an Punkten A, B,... 
sowie an Geraden a,b,... und die Verknüpfung der Spiegelungen als einzige Grund- 
begriffe enthält. Daß a mit Binzidiert, läßt sich durch die Spiegelungsrelation a B=Ba 
und a + B ausdrücken, daß a zu b senkrecht ist, durch ab —=ba und a-+ b. Man 
kann also die beiden fundamentalen Begriffe Inzidenz und Senkrechtstehen aus den 
Grundbegriffen definieren, und zwar durch duale Ausdrücke. Das Axiomensystem der 
absoluten Geometrie besteht aus 6 Paaren von Axiomen, die jeweils im Sinne dieser 
Dualität einander entsprechen. Beispiele: Ax. la. Zu P und X gibt es eine Gerade, 
die mit P inzident und mit X inzident ist. Ax.1b. Zu P und z gibt es eine Gerade, 
die mit P inzident und zu x senkrecht ist. Ax.3a. Wenn P mit zwei verschiedenen 
Geraden inzident und X mit diesen beiden Geraden inzident ist, so ist P=X. 
Ax.3b. Wenn P mit zwei verschiedenen Geraden inzident und x zu diesen beiden 
Geraden senkrecht ist, so ist P=x (d.h. P der Pol von x). Das zweite Axiom eines 
Paares geht jeweils aus dem ersten dadurch hervor, daß ein Buchstabe dualisiert, 
und zwar ein Punkt durch eine Gerade ersetzt wird. Die volle Dualität, also die Mög- 
lichkeit, alle Buchstaben zu dualisieren, hat man nur in der vollelliptischen Geometrie 
(es tritt dann auch die Beziehung AB= BA und A=+ B: A ist zu B polar auf), und 
indem man in den Axiomen weitere Buchstaben dualisiert, erhält man zusätzliche 
Axiome, die die Geometrie bis zur vollelliptischen spezialisieren. So kennzeichnet das 
Zusatzaxiom 3c. „Wenn zwei Geraden auf zwei verschiedenen Geraden senkrecht 
stehen, so sind sie identisch“ die nichteuklidische, das Zusatzaxiom lc. „Zu zwei 
Geraden gibt es einen mit beiden inzidenten Punkt“ die vollelliptische Geometrie. 
Da in der vollelliptischen Geometrie jede Punkt- zugleich eine Geradenspiegelung ist 
und umgekehrt, kann man in diesem Fall das Paar Pol-Polare als neues Grundelement 
einführen und die Axiome eines Axiomenpaares in eine Aussage zusammenfassen. — 
Verf. gibt sodann eine Begründung der absoluten Geometrie aus seinem Axiomen- 
system. Wie Hjelmslev zieht er zur Einführung der Idealpunkte und -geraden die 
Halbdrehungen und zum Beweis der Schnittpunktsätze den Satz von der Gegen- 
paarung am Vierseit heran, führt aber im Unterschied zu Hjelmslev die Beweise 
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streng durch und verzichtet, ebenso wie Podehl-Reidemeister und Ref., auf die 
. Hjelmslevsche Forderung der Streckenhalbierbarkeit, Es mag hervorgehoben werden, 
daß man, wie Verf. zeigt, beim Beweis des Pascalschen Satzes für die Konfigurationen, 
die die Polare des Aufpunktes der Halbdrehungen enthalten, keine zusätzlichen Über- 
legungen braucht. Anschließend wird mit Hilfe der Gegenpaarung ein synthetischer 
Beweis des Satzes geführt, daß die Involution der Schenkel der rechten Winkel eines 
Büschels linear, nämlich eine Perspektivitätenkette ist. Hieraus folgt nach Bach- 
mann-Reidemeister (dies. Zbl. 15, 312), daß die Metrik im euklidischen und im 
nichteuklidischen Fall durch quadratische Formen vermittelt wird. — Schließlich wird 
ein Axiom angegeben, das eine Figur nur aus eigentlichen Punkten und Geraden — 
übrigens ebenfalls eine Gegenpaarungsfigur — beschreibt und zur Aussonderung der 
hyperbolischen Geometrie verwendet werden kann (hyperbolisch: es gibt wenigstens 
zwei eigentliche Geraden, deren Pole mit ihrem Schnittpunkt auf einer Idealgeraden 
liegen). Bachmann (Marburg a.d.L.). 


Elementargeometrie: 


Molnär, Jözsef: Über eine elementargeometrische Extremalaufgabe. Mat. fiz. Lap. 
49, 249—253 u. dtsch. Zusammenfassung 253 (1942) [Ungarisch]. 

Es wird das Maximum d der Durchmesser jener Kreisscheiben bestimmt, die durch 
drei Kreisscheiben mit Durchmessern d,,d,, d, lückenlos überdeckbar sind. Gibt es 
ein spitzwinkliges Dreieck mit den Seiten d,,d,,d,, so ist d dessen Umkreisdurch- 
messer; sonst d = max (d,,d,,d,). Die Antwort lautet ähnlich für n=4 Kreis- 
scheiben; für n > 4 bleibt die Frage unbeantwortet (obwohl sie für die durch n Kreis- 
scheiben überdeckbare Kreislinie einfach lösbar ist). — Im Raum löst Verf. das 
entsprechende Problem nur für vier Kugeln gleichen Durchmessers. G. Hajös. 

Fejes, Läszlö: Das gleichseitige Dreiecksgitter als Lösung von Extremalaufgaben. 
Mat. fiz. Lap. 49, 238—248 u. dtsch. Zusammenfassung 248 (1942) [Ungarisch]. 

Es wird das Problem betrachtet, wie ein großer, ebener Bereich durch möglichst 
wenige, kongruente Kreisscheiben lückenlos überdeckt werden kann. Untersuchungen 
von R. Kershner (dies. Zbl. 21, 114) zeigen, daß diese Minimalanzahl durch jene 
Kreisscheibenanordnung geliefert wird, bei welcher die Kreismittelpunkte ein gleich- 
seitiges Dreiecksgitter bilden. Ohne dieses Ergebnis zu kennen, erzielt Verf. die gleiche 
Antwort durch zwei verschiedene Beweise im Fall, wo mehr als zweifache Überdeckung 
der Kreisscheiben nicht zugelassen wird. Im allgemeinen Fall spricht er diese Antwort 
nur als Vermutung aus. Erwähnung verwandter Probleme schließt die Arbeit. 

@. Hajös (Budapest). 

Sinogowitz, Ulrich: Herleitung aller homogenen nichtkubischen Kugelpaekungen. 
Z. Kristallogr. A 105, 23—52 (1943). 

Das in vorliegender Arbeit beschriebene Verfahren setzt die Beherrschung des 
ebenen Problemes voraus; es müssen alle ebenen Kreislagen, auch die zerfallenden, 
bekannt sein (dies. Zbl. 20, 387). Man kann sich jede Kugellage mit nicht kubischer 
Raumgruppe zusammengesetzt denken aus unendlich vielen, untereinander kongruenten 
ebenen Schichten von Kugeln; jede einzelne Schicht bietet, auf ihre Trägerebene 
projiziert, als Bild eine Kreislage. Die Berührungen von Kugeln derselben Schicht 
lassen sich also ohne weiteres aufzählen. Zur Ermittlung von Berührungen zwischen 
Kugeln zweier verschiedener Schichten werden beide Schichten zugleich projiziert, 
und die Projektion — eine Kreisanordnung — wird auf Kreisberührungen untersucht. 
So wird die Berührungsermittlung zu einem ebenen Problem. Bei der ‚praktischen 
Aufsuchung der Kugelpackungen geht die Zusammenstellung der für jede Raum- 
gruppe möglichen Arten der Kugelanordnung voraus. — Die Kugellagen des triklinen, 
des monoklinen und des rhombischen Systems wurden vom Verf. mittels des in dieser 
Arbeit dargestellten Verfahrens aufgesucht und zusammengestellt. Es fanden sich 
2862 (Einerziffern ohne Gewähr!) verschiedenwertige Kugellagen, 46 trikline, 729 mono- 
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kline und 2087 rhombische. 681 von ihnen sind Kugelpackungen; ihre Veröffentlichung 
ist beabsichtigt, aber mit technischen Schwierigkeiten verbunden. — Eine Kugellagen- 
art, nämlich die zur monoklin-holoedrischen Raumgruppe (0$, gehörige mit C, als 
innerer Gruppe, führt allein auf 211 verschiedenwertige Kugellagen, wovon 97 nicht 
zerfallen. Nur eine Raumgruppe, nämlich V#, machte Rechnung notwendig; sie liefert 
mit C, als innerer Gruppe 154 verschiedenwertige Kugellagen (Text). W.N owack:t. 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


®& Haussner, Robert: Analytische Geometrie der Ebene. 3., durchges. Aufl. (Samml. 
Göschen. Bd. 65.) Berlin: Walter de Gruyter & Cie. 1942. 164 8. u. 60 Fig. geb. 
RM. 1.62. 

Das Bändchen ist eine Einführung in die analytische Geometrie der Ebene mit 
starker Hervorhebung der geometrischen Gebilde und ihrer Konstruktion, insbesondere 
in der Theorie der Kegelschnitte. Verzichtet wird auf die Homogenisierung der Parallel- 
koordinaten und damit auf die projektive Ebene, sowie auf die Unterscheidung zwischen 
metrisch- und projektivinvarianten Begriffsbildungen. Die Überschriften der 12 Ab- 
schnitte lauten: Geometrie in der Geraden. Koordinatensysteme der Ebene und 
Grundformeln. Die gerade Linie. Kurven zweiter Ordnung. Gestalt der Kurven 
zweiter Ordnung. Tangenten und Polaren. Konjugierte Durchmesser. Brennpunkte 
und Leitlinien. Die Potenz eines Kegelschnittes. Der Punkt. Kurven zweiter Klasse. 
Ähnlichkeitspunkte und Ähnlichkeitsachsen von Kreisen. — 2. Auflage, Berlin 1934. 

E. Kruppa (Wien). 

Castoldi, L.: Sopra una conseguenza del teorema del quadrangolo di Desargues 
che generalizza il teorema dei quadrangoli omologiei. Boll. Un. Mat. ital., II. s. 5, 
44—47 (1942). 

Wenn die Gegenseitenpaare von zwei vollständigen Vierecken eine Gerade g in 
denselben drei Punktepaaren schneiden und wenn die Seiten der Vierecke einander 
derart zugeordnet werden, daß sich entsprechende auf g schneiden, so sind zwei Fälle 
möglich: entweder liegen die beiden Vierecke perspektiv, oder es entsprechen den drei 
Seiten, die durch irgendeinen Eckpunkt des einen Viereckes gehen, jeweils drei Seiten 
des andern Viereckes, die nicht durch einen und denselben Eckpunkt gehen. — Daß 
dieser Lehrsatz bekannt ist, und daß die beiden Vierecke im zweiten Fall die Ecken 
eines Paares Möbiusscher Tetraeder bilden, wenn sie in verschiedenen Ebenen liegen, 
wird vom Verf. nicht hervorgehoben. E. Kruppa (Wien). 


Algebraische Geometrie: 


Apery, R.: Sur les courbes planes unieursales qui ont au plus neuf points multiples. 
Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 343—347 (1942). 

C bedeute eine ebene rationale Kurve mit 9 mehrfachen Punkten. Verf. beweist, 
daß C für v»< 9 stets durch eine Cremonaabbildung der ganzen Ebene in eine Gerade 
übergeführt werden kann. Sind die drei Punkte A,, Ay, A, höchster Vielfachheit 
von Ü untereinander verschieden, so folgert er aus leichten arithmetischen Unglei- 
chungen, daß es mittels einer quadratischen Korrespondenz möglich ist, C in eine 
Kurve niedrigerer Ordnung zu transformieren. Dies gilt jedoch nicht mehr, wenn as 
und A, zu A, in verschiedenen Richtungen benachbart liegen oder sich auf einem nicht- 
linearen Zweige folgen; man stößt also auf den gleichen Ausnahmefall, den schon 


©. Segre beim klassischen Noetherschen Problem der Zerlegung der Cremonatrans- 


formationen aufgedeckt hatte. Aber auch in diesem Falle erreicht man das Ziel durch 
Benutzung passender De Jonquitres-Transformationen und auf Grund der Charak- 
terisierung der mittels Cremonatransformationen in Geraden überführbaren Kurven 
als solche, deren schrittweise Adjungierte fehlen (Castelnuovo-Enriques). — Die 
Grenze v<9 kann nicht überschritten werden, Verf. bestätigt dies an einfachen Bei- 
spielen von Kurven C, für die »> 9 ist, und die nicht durch Cremonaabbildungen 
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in gerade Linien überführbar sind. Hingegen ist eine O für jeden Wert von » in eine 
Gerade überführbar, falls sie einem homaloidischen Netz mit » Basispunkten angehört. 
In diesem Falle führen die klassischen Beziehungen für solche Netze und eine auf 
Lagrange zurückgehende Identität zu einigen arithmetischen Ungleichungen, die für 
v=) identisch erfüllt sind. Verf. folgert daraus, daß es nur eine endliche Anzahl 
von Typen ebener birationaler Transformationen (der Ordnung n< 17) gibt, die 
weniger als 9 Fundamentalpunkte besitzen. Hingegen gibt es schon für » — 9 homa- 
loidische Netze, die aus Kurven beliebig hoher Ordnung bestehen. 
Campedelli (Firenze). 

Godeaux, L.: Sur la reprösentation des transformations birationnelles. planes. Bull. 
Soc. Roy. Sci. Liege 11, 268—271 (1942). 

T sei eine Cremonatransformation der Ordnung n zwischen 2 Ebenen 0,0’; 
T führe die Geraden g von o (g’ von 0’) in die Kurven y’ von o’ (y von o) über. Das 
vollständige Linearsystem |7’| =|g + y| hat den Grad 2n + 2, das Geschlecht n — 1 
und die Dimension n-+4 und stellt daher auf der Ebene o die Abbildung einer 
Fläche F?"+? eines S,;, dar. Aus dem System |7”| = |g’+y’| der Ebene 0’ erhält 
man analog eine F’?"+? eines S,,,. Der Transformation T zwischen o, 0’ entspricht 
eine Projektivität zwischen F und F’, so daß man sich darauf beschränken kann, 
F als Bild von T anzusehen. Den Systemen |g]|, |y| bzw. |y’|, |g’| entsprechen auf 
F Kurvensysteme |C,|, |C,|, deren Summensystem |C| das Hyperebenenschnittsystem 
von F ist. Den Fundamentalpunkten und -kurven von T in o entsprechen auf F ge- 
wisse Kurven 6,,@,, ...,@,, @1,@,...,@,, die in gleicher Weise aus den Funda- 
mentalkurven und -punkten von Tin 0’ hervorgehen. Durch Heranziehung der Eigen- 
schaften der Jacobischen Systeme von |C,|,|0,|,|C| findet man leicht die verschie- 
denen bekannten Beziehungen wieder, die die projektiven Charaktere der ebenen 
Cremonanetze untereinander verbinden. E.G. Togliatti (Genova). 

Godeaux, Lucien: Sur les courbes fondamentales de seconde espece des transfor- 
mations birationnelles de l’espace. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 428—432 (1942). 

Die in der vorangehenden Arbeit erläuterte Darstellung der Cremonaabbildungen 
läßt sich sofort auf den Raum ausdehnen. T sei eine räumliche Cremonaabbildung 
mit den Ordnungen n, n’. Den Ebenen p des Raumes ordnet T im Bildraum 2” Flä- 
chen ®’ der Ordnung n’ zu, während umgekehrt den Ebenen ’ aus &’ in & Flächen ® 
der Ordnung n entsprechen. Mittels des einen oder des anderen der beiden Flächen- 
systeme |p + ®|,|8’+ p’| kann man dann die Paare homologer Punkte von T auf 
die Punkte einer rationalen normalen V, der Ordnung N =3(n + n’) + 2 abbilden. 
Den Ebenen @ und den Flächen ® von 2 entsprechen auf Vz’ Flächen F’ und F der 
Ordnung 2?n + n’+1bzw.n +2n’+1. Eine Fläche F und eine F’ haben eine Kurve 
der Ordnung n + n’ gemein. Ziel der Note des Verf. ist es, die Abbildung der Funda- 
mentalelemente von 7 auf V* zu verfolgen. Ist insbesondere die Kurve T’ der 
Ordnung v und der Vielfachheit s für T eine Fundamentalkurve 2. Art, der die I’ 
analoge Fundamentalkurve I” der Ordnung »’ und Vielfachheit s’ entspricht, ınd 
nimmt man an, daß I’ und I” gewöhnliche mehrfache Basislinien sind, so findet man 
als Bild von I’ und I” auf V eine Fläche @ der Ordnung 2»v’ und auf dieser zwei 
Büschel |y| und |y’| von rationalen, sich einpunktig schneidenden Kurven, die be- 
ziehungsweise aus den Punkten von I’ und denen von I’ entstehen. E.@. Toghatin. 

Calvo, Dolores: Representation de quelques transformations birationnelles de l’espace. 
. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 532—547 (1942). 

Nach einer kurzen Erörterung der Ergebnisse der vorangehenden Arbeit werden 
diese auf die bekannten Cremonatransformationen (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 3) des Raumes 
angewandt. Für die Abbildung (2,2) erhält man eine V5’ des 8,,, die auf S, mittels 
des Linearsystems aller F®, die durch einen gegebenen Punkt und einen gegebenen 
Kegelschnitt gehen, dargestellt wird. Für die Abbildung (2, 3) erhält man die V3 
des Sj,, die auf S, durch das Linearsystem aller F®, welche durch eine. vorgegebene 
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Gerade und drei feste Punkte gehen, dargestellt wird. Die Abbildung (2, 4) führt zu 
der V® des S],, die auf S, durch das Linearsystem aller F® dargestellt wird, welche 
durch 4 gegebene Punkte gehen und in einem von ihnen eine feste Berührungsebene 
besitzen. Schließlich führt die Abbildung (3, 3) auf die V3' des S,,, die auf S, durch 
das Linearsystem aller F% dargestellt wird, welche eine räumliche 0° des Geschlechtes 3 
enthalten; diese Mannigfaltigkeit ist zugleich der Schnitt der V? des $,,, die die 
Punktepaare zweier S, darstellt, mit einem 8,,. In jedem der genannten Fälle findet 
Verf. die Darstellung auf V, der Ebenen jedes der beiden Räume, zwischen denen die 
Transformation wirkt, sowie die Darstellung der Fundamentalelemente der Trans- 
formation. E.@. Togliatti (Genova). 

Jongmans, F.: Transformations birationnelles et complexes lineaires de courbes 
rationnelles normales. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 272—287 (1942). 

Stuyvaert [Mem. Soc. Sci. Liege, III. s. 7 (1907)] hat eine spezielle lineare 
Kongruenz von Raumkurven 0, die eine gemeinsame Sehne a haben, betrachtet. Sie 
wird in den variablen Parametern A,, Az, A; durch die Gleichung 
7 Zhbz 2 lsCız 
a, Zub, Zhiciz 
dargestellt, in der a,, a}, biz, Diz, Ciz, &, Linearformen in xy, %1, 2, 2%; sind. Die 
gemeinsame Sehne «a ist dabei ,=a,=0. Sind &, &’ zwei allgemeine durch a 
gehende Ebenen, so sind ihre beiden Schnittpunkte P, P’ mit einer C® der Kongruenz 
außerhalb a in einer Cremonatransformation 4. Ordnung einander zugeordnet, die drei 
doppelte und drei einfache Basispunkte besitzt. Diese ist das Produkt der beiden 
quadratischen Transformationen, die man erhält, wenn man dem Punkt Q(A,, A,, 45) 
einer Hilfsebene einmal den Punkt P, das andere Mal P’ zuordnet. Die Erweiterung 
auf einen 8, liegt auf der Hand; man geht dazu von einer zur vorangehenden analogen 
Matrix mit n Spalten aus, deren Elemente Linearformen von 29, 21; - - -, &, sind. Die 
Parameter sind dann A,,Ag,...,4„. Man erhält so ein (n — 1)-parametriges System 
des Index 1 von rationalen Normalkurven C*, die einen (r — 1)-fach schneidenden S,_> 
gemein haben; zwischen zwei durch diesen S„_s3 gehenden S,„_, erhält man eine Cre- 
monatransformation der Ordnung (n — 1)?, welche die S„_s in V„_s überführt, die 


mit’der Vielfachheit » — 1 durch eine Ps der Ordnung (3) und außerdem einfach 


2 
durch eine andere P„_3 der Ordnung g) (" 5 ') gehen. Auch diese Cremonaabbildung 


läßt sich in das Produkt zweier Abbildungen der Ordnung & = ') durch Einführung 
des Hiltspunktes (},,...., A„) zerlegen. — In einem zweiten Teil der Arbeit betrachtet 
Verf. die Abbildung (3, 3) zwischen zwei dreidimensionalen Räumen &, &”, die man 
durch Schnitt dreier allgemeiner Reziprozitäten erhält. Bekanntlich führt sie die 
Ebenen jedes Raumes in Flächen F3 über, die durch eine Raumkurve 0% des Ge- 
schlechtes 3 gehen. I’, I" seien die beiden Fundamentalkurven C® in Z und 2”. Fixiert 
man in 2 eine allgemeine Gerade d, und ist y’ die Bild-C® von din X’, so entsprechen 
den Sehnen von y’ in & die O® einer linearen Kongruenz, die d zur gemeinsamen Sehne 
haben und deren jede J’in 8 Punkten schneidet. Durch die vorangehend erörterte 
Methode erhält man zwischen den Punkten zweier allgemeiner Ebenen &, &’ durch d 
eine Cremonaabbildung 7 der Ordnung 25 mit 6 zehnfachen und 6 doppelten Basis- 
punkten. Führt man wieder eine Ebene (A,,A,,4,) ein, deren Punkte die Sehnen 
von y’ darstellen, so läßt sich T in das Produkt zweier Abbildungen 5. Ordnung mit 
je 6 doppelten Basispunkten zerlegen. — Die Erweiterung auf Räume höherer Dimension 
ist klar. An die Stelle der Abbildung (3,3) zwischen zwei S; tritt der Schnitt von 
n allgemeinen Reziprozitäten zwischen S,, S,. Diese Abbildung führt die Hyper- 


ebenen I: Raumes in V„_, der Ordnung » über, die durch eine V„-s der Ord- 
N s BR: : i 
nung ( 9 ) gehen. K, K’ seien die beiden Fundamental-V„_, in S, und 8. Einem 
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allgemeinen S„_, in S,, er heiße x, entspricht in 87, eine V/_, der Ordnung & die 
ein (rn — 1)-parametriges System vom Index 1 von (n — 1)-fach schneidenden Geraden 
besitzt. Den letzten entsprechen in S, die rationalen Normalkurven 0” eines (n — 1)- 
parametrigen Systems vom Index 1, die n?— 1 Punkte auf K und n— 1 Punkte 
auf z haben. Durch die gleiche Schlußweise wie soeben erhält man zwischen den 
Punkten zweier allgemeiner Hyperebenen &, &’ durch x eine Cremonaabbildung T, 
die sich in das Produkt zweier Abbildungen der Ordnung n(n — 1) — 1 zerlegen läßt, 
deren Fundamentalmannigfaltigkeiten Verf. bestimmt. Beispielsweise führen für n — 4 
diese Faktorabbildungen zwei dreidimensionale Räume ineinander über und bilden 
dabei die Ebenen in Flächen 11. Ordnung ab, die durch eine räumliche 01% des 
Geschlechtes 11 und durch deren 20 vierfach schneidende Geraden gehen. 
E.@. Togliatti (Genova). 

Godeaux, L.: Construetion du systeme canonique d’une surface partieuliere. Bull. 
Soc. Roy. Sci. Liege 11, 504-510 (1942). 

Bekanntlich läßt sich im allgemeinen die kubische Fläche durch eine Gleichung 
ausdrücken, die durch Nullsetzen einer Determinante 3. Ordnung, deren Elemente 
Linearformen der homogenen Punktkoordinaten des S; sind, entsteht. Verf. beschäftigt 
sich mit der Fläche F des $,„, die durch Nullsetzen einer Matrix |P1P:2 - - - Pin] 
{i=1,2,3) mit drei Reihen und rn Spalten entsteht, in der die @;; lineare Formen 
in den homogenen Punktkoordinaten z,, 21, - . -, 2„ sind. F hat die Ordnung n(n—1)/2 
(C. Segre, G. Giambelli). Verf. gewinnt dieses Resultat durch einen einfachen 
Schluß, der mit der Erzeugung von F aus projektiven Hyperebenennetzen zusammen- 
hängt, und der ihm auch gleich die Rationalität von F und die entsprechende ebene 
Abbildung liefert. Letztere zeigt, daß F Normalfläche des S,„ ist und n(n + 1)/2 
ausgezeichnete Geraden besitzt, die paarweise zueinander windschief sind. Verf. be- 
trachtet nun einen durch S,„ gehenden S,„,, und projiziert F von einem außerhalb S, 
liegenden Punkte dieses Raumes aus. Der Projektionskegel schneidet aus einer Hyper- 
fläche einer gewissen Ordnung m eine neue Fläche ® aus, deren Eigenschaften Verf. 
untersucht. Auf ® gibt es ein Netz |/',| von Kurven m-ten Grades, und dieses ent- 
spricht dem homaloidischen Netz auf F, das bei der Ebenendarstellung von F in die 
Geraden übergeht. ® enthält überdies n(n + 1)/2 ebene Kurven y;, die für |7',| 
Fundamentalkurven sind und aus den Geraden von F entstehen. Das kanonische 
System von ®, dessen Struktur Verf. untersucht, läßt sich aus |/',| und den y; aus- 
drücken. Die Untersuchung von ® wird ergänzt durch die einer birationalen Trans- 
formierten (nämlich des projektiven Bildes eines Vielfachen des Netzes |T',|), auf der 
die Kurven y,; in mehrfache Punkte übergehen. Campedelli (Firenze). 

Godeaux, Lucien: Sur la surface du quatrieme ordre contenant une droite et une 
eonique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 548—561 (1942). 

F, sei eine Fläche 4. Ordnung, die durch eine Gerade r und einen nicht mit r 
inzidierenden Kegelschnitt 03 geht. Dann enthält F, noch einen zweiten Kegelschnitt O,, 
der mit C3 komplanar ist und r in einem Punkte schneidet. Die Ebenen durch r 
schneiden auf F, ein Büschel von Kubiken CO, aus, und die Geraden, die r und es 
treffen, bilden eine Kongruenz 1. Ordnuug (Kummersche Kongruenz) und schneiden 
auf F, die Punktepaare einer rationalen Involution aus, die jede O, in sich überführt. 
Verf. beweist, daß die CO, das einzige Büschel irreduzibler elliptischer Kurven darstellen, 
das auf F, existiert; hingegen besitzt F, unendlich viele rationale Kurven ie die 
jede C, in einem Punkte treffen und eine diskontinuierliche unendliche Gesamtheit 
bilden. Jede Kurve I’ bestimmt mit r eine Kummersche Kongruenz, und es entsteht 
dementsprechend auf F, eine neue Involution 2. Ordnung I,; die einfach unendliche 
diskontinuierliche Gruppe der entsprechenden automorphen Transformationen von F, 
kann von drei dieser Involutionen I, erzeugt werden. — Es sei bemerkt, daß fast alle 
diese Tatsachen schon neuerdings vom Ref. in einer Arbeit angegeben worden sind, 
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die sich mit den Flächen vom Geschlechte 1 befaßt, die auf unendlich viele Arten 
auf eine Doppelebene abbildbar sind (vgl. dies. Zbl. 23, 367). Ref. hat dabei all- 
gemeiner die Flächen F,„ der Ordnung n betrachtet, deren sämtliche Geschlechter 1 
sind, und die (n — 3)-fach durch eine Gerade r gehen und eine rationale Kurve einer 
gewissen Ordnung m enthalten, die rin m — 1 Punkten trifft; die vom Verf. betrachtete 
Fläche ist ein Spezialfall davon. Die Behandlung der beiden Autoren stimmt im 
geometrisch-konstruktiven Teil im wesentlichen überein, unterscheidet sich aber in 
dem Ziel der Problemstellung; beim Verf. sind arithmetische Betrachtungen maß- 
gebend, die auf die klassische Theorie der Basis von Severi zurückgehen, während 
beim Ref. die Möglichkeit, die F„ auf Doppelebenen verschiedenen Typus abzubilden, 
im Vordergrund steht. Die Einordnung der F, in solche allgemeinere F„ ermöglicht. 
es auch dem Ref., einige auf den Begriff der Basis bezügliche Besonderheiten näher 
zu untersuchen. — Wie Verf. bemerkt, bilden auf F, die Gerade r und die Kegel- 
schnitte C, und C% eine Minimalbasis, und daher ist die Basiszahl o =3. Hingegen 
ist für eine Fläche 4. Ordnung, der nur die Durchgangsbedingung durch emen Kegel- 
schnitt CO, auferlegt worden ist, oe —=2. Auf ihr gibt es keine elliptischen Kurven, und 
im allgemeinen gestattet eine solche Fläche keine automorphe birationale Transfor- 
mation; zu den gleichen. Schlüssen ist Verf. schon früher gekommen [Me&m. Publ. Soc. 
Sci., Arts, Lettres du Hainaut 62 (1912) und dies. Zbl. 27, 332]. Neuerdings sind diese 
Ergebnisse z. T. auf dem gleichen Wege von Bachiller (dies. Zbl. 27, 332) wieder- 
gefunden worden, dem offenbar die vorangehende Arbeit des Verf. unbekannt ge- 
blieben war. Campedelli (Firenze). 


Godeaux, L.: Über die Flächen vierter Ordnung, die zwei kubische Raumkurven 
enthalten. Rev. mat. hisp.-amer., IV.s. 3, 4—12 (1943) [Spanisch]. 

Ü seien die Ebenenschnitte einer F%, die der einzigen Bedingung unterliegt, durch 
zwei sich nicht treffende kubische Raumkurven Ä,, K, hindurchzugehen. Diese F* 
hängt von 17 Moduln ab und hat die Basiszahl 3. C, K,, K, bilden auf ihr eine inter- 
mediäre und zugleich Minimalbasis, so daß für jede weitere Kurve Z des Geschlechts u 
die algebraische Aquivalenz L= 40 +4,K, + A,K, mit ganz-rationalen A, A,, A, gilt, 
die die Gleichung 24? - 2 —- 3 +3A(A, +4) = o(A,4,,4)=n-—1 erfüllen. Die 
durch X, laufenden Quadriken schneiden auf F* ein Netz von Quintiken C(,=20 — K, 
des Geschlechts 2 vom Grade 2 aus, das also eine birationale involutorische Abbildung 7, 
von F? in sich definiert, in der 0’, K}, K3 die Bildkurven von C, K,, K, seien. Dann 
gilt "=90 —-5K,, Ki=160 —-9K,, K=120 —6K,— K, entsprechend der 
unimodularen automorphen Substitution A’= 94+164,+124,, 4= —54— 94, —6A,, 
13, = —A, der Form @(A, A,,A,) in sich. Entsprechend erklärt man mittels der Quin- 
tiken C,, die von den Quadriken durch K, ausgeschnitten werden, eine automorphe 
Abbildung 7, von F*. T, T, ist nicht periodisch. Die Kurven |E,|=|CO+K, - R,|, 
|&,|=|C - K, + K,| sind elliptische Raumkurven 4. Ordnung, die sich in 8 Punkten 
schneiden; die Quadriken durch Z, (E,) schneiden F*in Kurven Z,(E,). Auch 0, K,,E, 
bilden eine Minimalbasis auf F%; daraus lassen sich die automorphen birationalen Trans- 
formationen der F* bestimmen, die die Kurven E, festlassen. Es gibt zwei Klassen S,, S, 
solcher Abbildungen; $, ist involutorisch und läßt die Kurven 

a0 — 2(2u -—1)K, + (Be — 1u+2M)Ej|; 
u = ganz, fest. Auf F? liegen außer E,,E, noch weitere elliptische Kurven, z.B. 
D,=50-5K,-K,D,=50—-K,—2K,. Harald Geppert (Berlin). 

Zappa, Guido: Sulle direttriei di grado virtuale minimo d’una rigata algebrica di 
genere p>0. Atti Accad. Italia, Rend., VII. s. 8, 725—-733 (1942). 

N Nach C. Segre (Recherches generales sur les courbes et les surfaces röglöes al- 
gebriques II [Math. Ann. 34, 1—25 (1889)]) existiert auf jeder algebraischen Regel- 
fläche der Ordnung n und des Geschlechtes p eine Leitkurve, deren Ordnung < [3 (n+ p)] 
ist. Durch Benutzung der Methode der Ausartung einer Regelfläche in ein Ebenen- 
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system, beweist nun Verf. die Existenz von Regelflächen, für welche die Minimal- 
ordnung der Leitkurven genau [4 (n + p)] ist; dies ist gleichbedeutend mit der Existenz 
von Regelflächen des Geschlechtes p, für welche der virtuelle Minimalgrad der Leit- 
kurven p oder p — 1 ist. Conforto (Roma). 

Zappa, Guido: Sulle involuzioni di una varietä algebriea ad r dimensioni dotate di 
al piü o0”* punti di eoineidenza. Boll. Un. Mat. ital., II.s. 5, 10—13 (1942). 

Auf einer allgemeinen algebraischen Fläche ist eine Involution, die nur eine end- 
liche Anzahl von Koinzidenzen besitzt, stets Erzeugnis einer endlichen Gruppe bi- 
rationaler automorpher Abbildungen der Fläche. Dieser zuerst von F. Enriques- 
F. Severi [Acta math. 32, 283—392 (1909)] für die hyperelliptischen Flächen be- 
wiesene Satz wurde später von L. Godeaux [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., V.s. 23, 
408—414 (1914); C. R. Acad. Sci., Paris 158, 851—853, 1261--1263 (1914)] auf den 
allgemeinen Fall ausgedehnt. Verf. erweitert die Gültigkeit des Satzes auf algebraische 
Mannigfaltigkeiten V, mit r > 2, indem er beweist, daß auf einer V, jede Involution, 
die höchstens oo’-? Koinzidenzen besitzt, von einer endlichen Gruppe birationaler 
Abbildungen der Y, in sich erzeugt wird. Ausgeschlossen bleibt dabei der Fallr =1, 
in dem der Satz seine Gültigkeit verliert, wie einige von Hurwitz angegebene Bei- 
spiele zeigen. Der Beweis des Verf. folgt in einigen Begriffsbildungen dem Gedanken- 
gang von Godeaux und geht im übrigen durch Induktion nach der Dimension vor. 

Campedelli (Firenze). 

Cherubino, Salvatore: Funzioni intermediarie e corrispondenze algebriche tra eurve. 
Atti Accad. Italia, Rend., VII.s. 3, 194—203 (1942). 

Es sei V„ eine abelsche Mannigfaltigkeit der Dimension p; es seien {A} und {M} 
zwei Systeme intermediärer Funktionen, die den beiden positiven alternierenden Rie- 
mannschen Hauptformen A, M entsprechen. Wenn die Elementarteiler von A die 
Werte e],&,...e, haben, während diejenigen von M alle gleich 1 sind, sohaben = p 
verschiedene Mannigfaltigkeiten von {4} und p — h verschiedene Mannigfaltigkeiten 
von {M} 1 

vo = h!(p— h)!(e,e ... &%)* > ——— 
h (p )!(e1& en 
Punkte gemein (falls sie überhaupt eine endliche Anzahl von Punkten gemein haben); 
81, 893-8» ist eine beliebige Kombination der Zahlen 1,2,...,p. Verf. gibt zwei 
Beweise dieses Satzes; der erste benutzt eine Bemerkung von H. Poincare, um mit 
einer vereinfachten Form der Periodenmatrix von V, zu arbeiten; der zweite ist eine 
Anwendung eines Verfahrens von G. Castelnuovo. Als Anwendung hat man eine 
Bedingung dafür, daß zwei Kurven O', D eines Geschlechts p > 1 birational identisch 
seien. E.@. Togliatti (Genova). 


Ditferentlalgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Cartan, Elie: Les surfaces qui admettent une seconde forme fondamentale donn&e. 
Bull. Sci. math., II. s. 67, 8—32 (1943). 

Während bei Gauß die Flächen gesucht werden, bei denen die erste quadratische 
Grundform vorgeschrieben ist, bestimmt Cartan die Flächen zu gegebener zweiter 
Grundform ® = —dM -de, (M Flächenpunkt, e, Einheitsvektor der Normalen). Es 
werden zunächst die Differentialgleichungen der Aufgabe nach dem Verfahren des 
begleitenden Dreibeins mit Cartans Pfaffschen Formen entwickelt. Dann wird folgende 
geometrische Deutung des Gaußischen Krümmungsmaßes von ® angegeben: 


1 
br E =) +e "rl lKrz)ı — (rd) + erde) — (radal- 
Darin sind die R, die Hauptkrümmungshalbmesser, ferner ist 
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gesetzt, und angehängte Fußmarken bedeuten Ableitungen längs der Hauptrichtungen 
der Fläche. Es wird die Randwertaufgabe von Cauchy für das Gleichungssystem 
behandelt und insbesondere werden die Charakteristiken untersucht. Blaschke. 

Ling, Donald, and Leon Recht: A theorem concerning the geodesies on a para- 
boloid of revolution. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 934—937 (1941). 

Es handelt sich um den Verlauf geodätischer Kurven eines Drehparaboloides im 
Großen. Auf jeder dieser Geodätischen liegt ein einziger Punkt, der sogenannte 
Symmetriepunkt, der die Geodätische in zwei „‚konjugierte Strahlen‘ teilt, die zur 
Ebene durch diesen Symmetriepunkt und die Drehachse des Paraboloides spiegel- 
symmetrisch liegen. Jede Geodätische mit Ausnahme der Meridiane (die keinerlei 
Singularitäten zeigen) hat unendlich viele Doppelpunkte, aber keine anderen Singu- 
laritäten aufzuweisen. Durchlaufen, ausgehend von einem solchen Symmetriepunkt, 
zwei Punkte die konjugierten Strahlen einer Geodätischen, wobei sie stets Spiegelbilder 
hinsichtlich der Symmetrieebene bleiben, so entsteht aus dem Verlauf der Geodätischen 
vom Ausgangssymmetriepunkt bis zum ersten Inzidenzdoppelpunkt der beiden lau- 
fenden Punkte eine Schleife vom Typus 1, beim Weiterlaufen dieses Prozesses bis 
zum zweiten Inzidenzdoppelpunkt (angefangen vom Symmetriepunkt) eine Schleife 
vom Typus 2 usw. Der letzte Inzidenzdoppelpunkt, der bei einem solchen Prozeß für 
einen gegebenen Typus erreicht wird, heißt Scheitel der Schleife. — Das Drehparaboloid 
kann nach einem von den Verff. gegebenen Konstruktionsverfahren durch Ebenen senk- 
recht zur Drehachse in unendlich viele Zonen zerlegt werden, wobei jeder Zone die 
Punkte desjenigen Schnittkreises zugerechnet werden, der dem Scheitel des Para- 
boloides näher liegt. Die Zone, welche den Scheitel des Paraboloides enthält, heißt 
„cap“, die folgende Zone ‚„‚erste Zone“ usw. — Diese Zonen haben die folgenden Eigen- 
schaften: (1) jeder innere Punkt der k-ten Zone ist Scheitel von genau zwei verschie- 
denen Schleifen von je einem der Typen 1,2,...,% und von keiner Schleife eines 
größeren Typus; (2) jeder Randpunkt der k-ten Zone ist Scheitel von genau zwei 
Schleifen von je einem der Typen 1,2,...,% — 1, von einer Schleife vom Typus k 
und von keiner Schleife von größerem Typus; (3) kein Punkt des „cap“ ist Scheitel 
irgendeiner Schleife. M. Pinl (Braunschweig). 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Ledoux, H.: Sur Penveloppe des quadriques de Lie d’une surface. Bull. Soc. Roy; 
Sci. Liege 11, 471—478 (1942). 

Die Lie-F, des Punktes x einer Fläche (x) besitzt außer x vier charakteristische 
Punkte 2,1, 231; 212; a3, die voneinander verschieden angenommen werden. Verf. be- 
handelt den Fall, daß sich auf den fünf Hüllflächen der Lie-F, die Asymptotenlinien 
entsprechen. Von den 6 Seiten des Tetraeders 2,1, 221 212; 2gg gehören vier als Er- 
zeugende der Lie-F, an. Sie bilden ein räumliches Vierseit (Demoulinsches Vierseit). 
Sie beschreiben W-Kongruenzen, deren Brennpunkte die Ecken des Tetraeders sind. 
Mittels Abbildung auf die Kleinsche Hyperfläche 2. Grades Q berechnet Verf. das 
Demoulinsche Vierseit der Fläche z,,, die keine Regelfläche sein soll, und zeigt, daß 
auch diese Geraden W-Kongruenzen beschreiben. Die Diagonalkongruenzen des De- 
moulinschen Vierseits sind im allgemeinen keine W-Kongruenzen. W. Haack. 

Rozet, O.: Sur les propriet6s infinit&simales projeetives de certaines vari6t6s & trois 
dimensions appartenant & un espace & eing dimensions. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 11, 
519—523 (1942). 

Der Schmiegungsraum 8 (2) einer Mannigfaltigkeit V, besitzt im allgemeinen die 
Dimension 9; diese verringert sich, wenn V, Laplacegleichungen genügt, was zum Bei- 
spiel eintritt, wenn V,einem 8, angehört, in welchem Falle die V, wenigstens 4 Laplace- 
gleichungen genügt. Die V,, die mehr als 4 Laplacegleichungen erfüllen, sind schon 
von Sisam [Amer. J. Math. 33, 97—128 (1911)] und Togliatti [Atti R. Istit. Veneto 
87, 1373—1421 (1928)] untersucht worden. Verf. untersucht in vorliegender Arbeit 
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den Fall, in dem die V, genau 4 Laplacegleichungen erfüllt. Als Koordinatenlinien 
des einen Systems wählt er eine Schar von Asymptotenlinien, für die die Schmiegungs- 
ebene in dem Berührungs-S, an V, enthalten ist. Und durch geeignete Wahl der Para- 
meter und der homogenen Koordinaten führt er das Differentialgleichungssystem in 
eine besonders einfache Gestalt über, die sich als Ausgangspunkt zur Bestimmung der 
Integrabilitätsbedingungen eignet. Verf. bestimmt überdies die Gleichungen der 
Asymptoten und die der Hauptlinien und findet dabei die Bedingung, damit V, eine 
Regelmannigfaltigkeit sei. Schließlich untersucht Verf. den besonderen Fall ei dem 
es ein mindestens zweifaches System von Asymptoten gibt. P. Buzano. 
Feld, J. M.: The geometry of whirls and whirl-motions in space. Bull. Amer. Math 
Soc. 47, 927—933 (1941). 
Bedeutet im Raume 2 = 2,e, + 23% + 23e, den Ortsvektor des Punktes z und 
S=Lg6+ Lıeı + Laeg+ &ze; eine Einheitsquaternion, so ist 2*=Lzl nach Cayley 
eine durch die Quaternion & bestimmte Bündeldrehung. Man kann nun den (posi- 
tiven) Somen E des Raumes, dargestellt durch einen Punkt z, eine Ebene durch ihn 
und ein rechtwinkeliges Achsenpaar v,,v, darin, zuordnen das Paar der ‚‚Koordi- 
naten“ (z,£), bestehend aus dem Vektor von z und der Einheitsquaternion £&, durch 
deren Drehung die Grundvektoren e,, e,in die Vektoren der. Richtungen v,, v, über- 
gehen. Die Gruppe D# der räumlichen Bewegungen vertauscht die Somen Z in 
einfach transitiver Weise. Ihre reziproke Gruppe W7, die man am anschaulichsten 
als die Gruppe der räumlichen militärischen Exerzierbewegungen auffaßt (vgl. Ref., 
dies. Zbl. 13, 220), ist mit D£ vertauschbar und bildet mit ihr zusammengesetzt 
eine Gruppe @. Im Anschlusse an E. Kasner bezeichnet Verf. die Transforma- 
tionen von W£ als direkte „whirls“ (Wirbelungen) und jene von G}, als direkte 
„whirl-motions“ und leitet ihre einfachen Quaternionendarstellungen her. — Be- 
deuten Zund r Vektoren und übt man auf das Soma E(l + r, e,) sämtliche Drehungen & 
um den Punkt ! aus, z—I!=Ör{(*), so erhält man die 00° Somen (2, £) einer räum- 
lichen Turbine. Die Vektoren [l,r] kann man als Koordinatenpaar der Tur- 
bine und (*) als ihre Gleichung auffassen. Die Transformationen von D£ lassen 
die rechte, jene von W;£ die linke Koordinate der Turbine ungeändert. Die Trans- 
formationen von @1, vertauschen die Turbinen untereinander. Die involutorischen 


Somentransformationen J der Gleichung *={& zt, CR 2 vertauschen die Tur- 


binen [l,r] und [r, 7] untereinander. — Durch Zusammensetzung von W;£ mit der 
Schar D; der Umlegungen des Raumes erhält man die gemischte Gruppe G%; 
der indirekten whirl-motions. — Man kann nun, wie bekannt, den Somen Z in 


der räumlichen Kinematik duale Elemente zur Seite stellen, die Verf. als Dual- 
elemente bezeichnet, und sie ebenfalls durch zwei Koordinaten {s, o} festlegen, unter s 
einen Vektor verstanden, während a eine Einheitsquaternion bedeutet. Die Gleichung 
der Turbine kann dabei in die Form s — I= —oro(**) gesetzt werden. Die For- 
meln z=s, © = beschreiben dann eine „korrelative“ Zuordnung der Somen 
und Dualelemente, welche, in beiderlei Sinn mit 64, und G7, zusammengesetzt, zwei 
Scharen G%,, 6%, liefert, derart, daß der Inbegriff der vier Scharen @j, eine 
gemischte Gruppe I‘, von eigentlichen whirl-motions liefert. Aus den 
Scharen @G, entstehen weiter durch Zusammensetzung mit der involutorischen Somen- 
transformation J vier Scharen Hi, von uneigentlichen whirl-motions, wobei 
alle acht Scharen zusammen die gemischte „vollständige“ Gruppe J', der 
whirl-motions bilden. Auch durch sie werden Turbinen untereinander vertauscht. — 
Bildet man die Turbinen [I, r] auf die geordneten Paare von Punkten ab, deren 
Ortsvektoren 1 und r sind, so erhält man ein Gegenstück zur kinematischen 
Abbildung von W. Blaschke [Z. Math. Phys. 60, 61—91 (1911)] und J. Grünwald 
[8.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. ITa 120, 677—741 (1911)]. Die Transformationen der 


acht Scharen G, und Hi, von I‘, bilden sich dabei auf die Paare kongruenter 
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Transformationen des Punktraumes (Bewegungen, Umlegungen) ab. Die 
Turbine [l, r] und das Soma (z, ö) bzw. Dualelement {s, o} sind inzident, wenn 
zwischen ihren Koordinaten die Gleichung (*) bzw. (**) besteht. Faßt man dann ein 
Soma (z,&) oder ein Dualelement {s, o} auf als Inbegriff der damit inzidenten Tur- 
binen [l, r] und bildet diese Turbinen kinematisch auf die Punktepaare I, r ab, so erhält 
man als kinematisches Bild des Somas eine Umlegung, als Bild des Dual- 
elementes aber eine Bewegung des Raumes. Diese Zuordnung von Somen und 
Umlegungen einerseits, Dualelementen und Bewegungen andererseits gibt ein Mittel, 
diese kongruenten Transformationen an Hand ihrer Quaternionparameter zusammen- 
zusetzen. K. Strubecker (Straßburg). 

Abrameseu, N.: Sur la relation entre les origines de la g&omötrie cayleyenne et de 
la geomötrie sphörique. Bull. sci. Ecole polytechn. Timisoara 11, 45—47 (1943). 

Verf. gewinnt nach klassischem Verfahren die elliptische Maßbestimmung aus der 
sphärischen Geometrie durch gnomonische Projektion und Anwendung des Laguerre- 
schen Winkelsatzes. Die Mehrdeutigkeit des komplexen Logarithmus und die Will- 
kürlichkeit in der Wahl der Grundelemente :,j bzw. &’, ß’ des auftretenden Doppel- 
verhältnisses werden nicht berücksichtigt. Pauc (Berlin). 

Kasner, Edward, and John de Cieco: The general invariant theory of irregular 
analytic ares or elements. Trans. Amer. Math. Soc. 51, 232—254 (1942). 

Die Verff. untersuchen die Typen irregulärer analytischer Kurvenbögen bezüglich 
der Gruppe @ der im Anfangspunkte des Bogens regulären Punkttransformationen, um 
daraus die Typen bezüglich @ verschiedener irregulärer analytischer Kurvenbögen und 
ihre kanonischen Formen und Invarianten zu gewinnen. Ein analytisches Element 
heißt irregulär, wenn in der darstellenden Entwicklung 

y= Gy aPlP + Copa PiP +..+ TR + Cg ap +... 
der Koeffizient c, # Oist, wwbig=rp+s,r>1,0<s<(pist. Die arithmetischen 
Invarianten p und g bezeichnen die Verff. als Index; und Rang und das Paar (»,g) 
als Spezies des Elementes. Mit Ausnahme der unten angeführten Fälle finden Verff., 
daß alle Spezies (p, q) absolute Differentialinvarianten bezüglich @ besitzen. Genauer 
gilt: 1) Die Spezies (p, rp + s) mt r>2, 0<s<p-2oderr=1,2<s<p— 2 
besitzen eine absolute Differentialinvariante der Ordnung q + 2 (und nicht geringer), 
die von den Koeffizienten c,, Cg+1, Cg+2 abhängt. — 2) Die Spezies (p,rp + s) mit 
r>2,1<s=p-2 ode r=1,3<s=p-— 2 besitzen eine absolute Invariante 
der Ordnung g + 3, die von Cq> &g+1> Cg+3 abhängt. — 3) Die Spezies (p,rp + s) mit 
r>2,2<s=p-lode r=1,3<s=p-—1 besitzen eine absolute Invariante 
der Ordnung qg +3, die von Cg> Cg+2; Cg+3 abhängt. — 4) Die Spezies (p, p +1) mit 
p> 4 besitzt eine absolute Invariante der Ordnung p + 4, die von c241, Cp+2> Cp+3» 
Cp+4 abhängt. — 5) Die Spezies (p, p +2) mit p> 5 besitzt eine absolute Invariante 
der Ordnung p +5, die von (2432, Cp+3, Cp+4; Cp+5 abhängt. — 6) Die Spezies (5,7) 
besitzt eine absolute Invariante der Ordnung 11, die von «,, Cg, (9, €}, abhängt. — 
7) Die Spezies (5,8) besitzt eine absolute Invariante der Ordnung 12, die von 
Cg €9, C11, C1z abhängt. — Die Ausnahmefälle sind die folgenden: 8) Die Spezies (4, 5) 
besitzt eine relative Invariante; je nachdem sie ungleich oder gleich Null ist, ist das 
Element auf die kanonischen Formen reduzierbar: y=x/4+ 27/4 bzw. y=x5/4. — 9) Die 
Spezies (4, 6) hat eine arithmetische Invariante Q> 7, nämlich den ersten ungeraden 
Exponenten von xV4, der in der Entwicklung von y auftritt, und ist auf die kanonische 
Gestalt zurückführbar y — 2®2? + 2°. — 10) Die Spezies (4, 7) besitzt eine relative 
Invariante und, falls diese verschwindet, eine zweite relative Invariante, die ungleich 
oder gleich Null sein kann. Diesen Fällen entsprechen die kanonischen Formen 
y= ar 29%, y= ala 18, y=2/4. — 11) Die Spezies (3, q) sind auf die kanonische 
Form y=a2®+-x9%° reduzierbar, in der Q eine numerische Invariante des Elementes 
ist; falls jedoch Q>2q — 3 ist, lautet die kanonische Form y— z3, —_ 12) Die 
Spezies (2, g) ist immer auf die kanonische Gestalt „= x? zurückführbar. E. Bompiani. 
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Riemannsche Mannigfaitigkeiten. Übertragungen: 
5 
Coburn, N.: Unitary spaces with eorresponding geodesies. Bull. Amer. Math. Soc. 
47, 901—910 (1941). 


Let a, „= = (@;u»)* = a4«, be the hermitian metric tensor in the complex unitary 
space K, described by means of 2n independent variables 


= dr yMy-ı, = A yay] 
[C)’ indicates the transposed matrix]. Then 
so that ra = 720g ur» Gar = Te u0o 
ul = (0,0, %); Te» en (050,2): 


tı 

. ” ” A = 

The first variation of [ Va en en vanishes for a geodesic &*(t), &**(t) (t being 
b 


a real parameter) which leads in usual manner to the equations of geodesics 
de” del dem vg. de der der dis (de -ı 
Ta ae + a a er = ar anlan) 

IS” = 3 — T7,) being the torsion tensor]. Consequently the necessary and 

sufficient condition for two unitary spaces (without torsion) with corresponding geo- 


,» con]. 


desics is Tiu= Tut 2puöl, con). 
If only one of two unitary spaces has a non-vanishing torsion, then they cannot have 
their geodesics in correspondence. Hlavatj (Prag). 


Konvexe Gebilde: 


Haupt, Otto: Über den Ovalsatz von Böhmer-Mukhopadhyaya. Math. Ann. 118, 
6293—635 (1943). 

Cet article contient la demonstration d’un theor&me generalisant une proposition 
de Böhmer-Mukhopadhyaya et annonce dans une note precedente (Bemerkung 
über parabolisch konvexe und konkave Ovale [S.-B. physik.-med. Soz. Erlangen 72, 
216 (1940/41); ce Zbl. 26, 87]). L’au. appelle ovale tout cercle topologique plan coupe 
au plus en deux points par toute droite, point sextactique de l’ovale un point tel 
que tout voisinage de ce point sur l’ovale contienne six points situ&s sur une me&me 
conique, (<e)-point pour e> 0 un point tel que les coniques passant par cinq points 
suffisamment voisins sur l’ovale aient une excentricit@ <e. Le th&or&me en question 
est le suivant: Si pour e=]1, & designe une ovale dont les points sextactiques sont 
tous des (<e)-points, alors toute conique passant par cing points de & a une excen- 
trieite <e. Le theoreme de Böhmer-Mukhopadhyaya correspond au case=1, 
& y est supposee dou£e partout d’une tangente. La demonstration de Mukhopadhyaya 
se base sur la construction suivante: Ö$ @tant une hyperbole qui coupe E en au moins 
cing points et par consöquent en au moins six points P,,..., Ps, il est possible de 
determiner une suite d’hyperboles 9, 1, Da, - -. d’excentricit&s non decroissantes 
telle que &- 9, comprenne au moins six points convergeant pour » >00 vers un point P 
de &; ce point est alors un point sextactique et en outre un (< e*)-point si e* = excen- 
tricit6 de 9. La demonstration de l’au. se base sur son proced& de «contraction» (Zur 
Theorie der Realitätsordnungen [Mh. Math. Phys. 40, 1 (1933); ce Zbl.7, 29); au 
lieu de la suite diserete des $, intervient une transformation continue de 9 avec con- 
traction progressive du groupe P,,..., Pg en un point sextactique P de &. 

Ohr. Pauc (Berlin). 

Dinghas, Alexander: Zum isoperimetrischen Problem für die nichteuklidischen 
Geometrien. Math. Ann. 118, 636—686 (1943). 

Verf. hat in einer vorangehenden Arbeit (vgl. dies. Zbl. 26, 360) das isoperimetrische 
Problem in Räumen konstanter Krümmung behandelt. Im wesentlichen mit den 
gleichen Methoden erledigt er nun diese Aufgabe im n-dimensionalen Raume C, mit 
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Cayley-Kleinscher Metrik. Das Schema der nichteuklidischen Geometrien ruht im R, 


n 
$ 1 
mit den kartesischen Koordinaten X, (i=]1,..., n) aufder Quadrik: (1) > %+r =(; 


i=1 
K>0,<0, =0 entspricht der elliptischen, hyperbolischen und euklidischen Geo- 
metrie; die Metrik ist bestimmt durch 


da (Sax) ( ei RIA) = x(8xax,) | {1 an aß 


| — Ba zZ 
Vorgegeben ist der vom Parameter a abh ängige Zylinderbereich Z, 
n-1 
Tr 1 
> X, — X, tang? YKa =r tang? YKa; 


v=1 
es soll dann unter allen in Z, einbeschriebenen Drehkörpern gleicher Drehachse mit, 
vorgegebener Oberfläche O derjenige mit maximalem Volumen V bestimmt werden. 
Durch den Übergang zu Weierstraßschen homogenen Koordinaten: 


vu—1 
5 = K WsinKlu; 2u=KV2.sinKliu,-]JcosKlw, vu=2...n) 
n s=1 
Zn+ı = ]] cosK\?u,, X; = %:In4ı 
c=1l 


gelangt man zur Metrik der Räume konstanter Krümmung 


Rev 
dea=> Ic Klens-am, 
v=1lo=1 
und reduziert damit die Aufgabe auf die frühere. — Die Arbeit enthält zwar methodisch 
wenig Neues, hingegen wird man für die rechnerische Behandlung der nichteuklidischen 
Geometrien viele brauchbare Gedanken finden. Harald Geppert (Berlin). 


Angewandte Geometrie: 


® Otto, Gerhard: Darstellende Geometrie. TI. 2: Sechs Übungsbogen (Lehrgang für 
Fortgeschrittene). Berlin-Charlottenburg: C. J. E. Volckmann Nachf. E. Wette 1942. 
6 Bogen. 

Die Mappe enthält als Ergänzung zum I. Teil (vgl. dies. Zbl. 27, 263) 39 durchgezeichnete 
Aufgaben, von denen einige auf einem nachträglich erschienenen Textblatt kurz erläutert 
sind. Das Stoffgebiet wird nicht wesentlich erweitert; zum Teil wird bloß Textfiguren 
vergrößert wiedergegeben. — Die Ausführung der Zeichnungen kann kaum als vorbildlich 
gelten. W. Wunderlich (Kiel). 

Kilezer, Gyula: Die scheinbare Bewegung. Mat. fiz. Lap. 49, 170—186 u. dtsch. 
Zusammenfassung 186 (1942) [Ungarisch]. 

Angeregt durch die drehende Bewegung, die die Landschaft für einen Reisenden 
vollführt, der aus einem fahrenden Zug blickt, beschäftigt sich Verf. mit folgender 
Frage: Der Beobachter O durchläuft in der Ebene & eine Gerade g und fixiert ständig 
einen Punkt P von g; welche Bahn beschreibt ein zweiter Punkt Q von e in dem durch O 
und die Blickrichtung nach P bestimmten beweglichen Koordinatensystem ? — Verf. 
beschränkt sich auf Punkte Q, die mit P auf einer Normalen oder Parallelen zu g 
liegen und gibt die zugehörigen Bahnkurven (4. Ordnung) an. Ferner wird für die 
der Aufgabe zugrunde liegende konchoidale Bewegung das Polkurvenpaar abgeleitet 
(Parabel und Kampyla), was viel einfacher geschehen könnte. W. Wunderlich. 

Sutor, Josef: Bildorientierung aus rechtwinkligen Netzen. Allg. Vermess.-Nachr. 55, 
80—81 (1943). 

Der Bildnadirpunkt der Luftbildaufnahme eines ebenen, horizontalen Geländes 
kann mit Hilfe eines der Kartenebene aufgeprägten Rechtecksnetzes im Schnitt jener 
beiden Gitterlinien gefunden werden, die auch.im Bild das Gitterlinienpaar durch den 
Hauptpunkt senkrecht schneiden. W. Wunderlich (Kiel). 
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Page, Leigh: The eurvature of photographie plates. Astrophys. J. 95, 1—4 (1942). 

„eo Sarrazin, O., und H. Oberbeek: Taschenbuch zum Absteeken von Kreisbogen 

mit und ohne Übergangsbogen für Eisenbahnen, Straßen und Kanäle. Vollst. neubearß. 
v. Max Höfer. 66. Aufl. Berlin: Springer 1943. VIII, 306 S. u. 37 Abb. RM. 5.85. 


Topologie: 


Leray, Jean: Les complexes d’un espace topologique. C. R. Acad. Sei., Paris 214, 
781—783 (1942). 

Es werden zwei Arten von Simplizialkomplexen eingeführt; bei der Randbildung 
entstehen Ketten, deren Dimension um 1 höher oder niedriger als die Dimension der 
berandeten Kette ist, je nachdem der Komplex der ersten oder zweiten Art angehört; 
zwei Komplexe verschiedener Art lassen sich miteinander multiplizieren. Alsdann wird 
die Bedeckung eines topologischen Raumes mit beiden Arten von Komplexen erklärt. 

K. Reidemeister (Marburg a.d.L.). 

Leray, Jean: L’homologie d’un espace topologique. ©. R. Acad. Sci., Paris 214, 
839—841 (1942). 

Aus der im vorsteh. Referat erklärten Bedeckung eines topologischen Raumes 
wird mit Hilfe von Durchschnittbildung, welche dem Produkt von Komplexen erster 
und zweiter Art entspricht, der Homologiering eingeführt. K. Reidemeister. 

Fox, Ralph H.: On the Lusternik-Schnirelmann category. Ann. of Math., II. s. 42, 
333—370 (1941). 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Beziehungen zwischen den Kategorien und den 
klassischen topologischen Invarianten aufzudecken. — Zugrunde gelegt ist allem 
folgenden ein separabler metrischer Raum. Kap.1. Verf. nennt eine Teilmenge 4A 
von M kategorisch in M, wenn eine offene Teilmenge U> A von M existiert, die 
in M auf einen Punkt stetig zusammengezogen werden kann. Eine Überdeckung o 
von X M durch kategorische Mengen A heißt kategorisch ; |o | sei die Anzahl der A 
von co; dann nennt Verf. das kleinste |o| die (Homotopie-) Kategorie von X in M, 
in Zeichen (h-)catyX. (Diese Definition weicht insofern von der üblichen ab, als 
hier die Mengen U als offen, nicht als abgeschlossen vorausgesetzt werden.) Es wird 
in Kap.1 eine Reihe mehr formaler Eigenschaften der Kategorie bewiesen (Unglei- 
chungen, Abschätzungen mit Hilfe der Dimension, Charakterisierung der Kategorie, 
Abschätzung der Kategorie eines Produktraumes usw.). — Kap.2. Dimensionierung 
der Kategorie. Zwei Abbildungen ® und Y von M* werden n-homotop genannt, wenn 
für jeden stetigen n-dimensionalen Komplex fE X? die stetigen Komplexe ®f und 
WYE MP homotop sind. Eine Menge ACM heißt h„-zusammenziehbar, wenn ein 
Punkt m von M existiert, so daß die identische Abbildung von A auf sich n-homotop 
zur Abbildung von A auf m ist. Dieser Zusammenziehbarkeitsbegriff ergibt (analog 
wie oben) einen Kategoriebegriff, die n-dimensionale Homotopiekategorie, A, -caty X. 
Dieser Begriff ergibt zahlreiche feinere Sätze auch über h-caty X (eine obereSchranke 
für die Kategorie der Produkträume und die Überdeckungsräume, den Zusammenhang 
zwischen Kategorie und Fundamentalgruppe usw.). — Kap. 3. Sei X ein Koeffizienten- 
bereich. Zwei Abbildungen ® und WE M* werden n-homolog (X) genannt, wenn ® 
und Y für jedes ganze k (0< k= n) denselben Homomorphismus der k-dimensionalen 
Homologiegruppe ßz(X,X) von X mit dem Koeffizientenbereich X in die Gruppe 
Br(M, A) erzeugen. XcC M heißt H„-zusammenziehbar (X) in M, wenn ein Punkt m 
in M existiert, so daß die identische Abbildung von X n-homolog (X) ist zur Abbildung 
von X auf m. Wieder ergibt sich hieraus ein Kategoriebegriff, die n-dimensionale 
Homologiekategorie, H„-caty (X, W). Ersetzt man die Ungleichung O<=k=n durch 
0=<k<oo, so ergibt sich analog die Homologiekategorie, H-caty (X, A). Nennt 
man schließlich Öund W vollständig n-homolog, wenn sie n-homolog sind für jedes W, 
so erhält man die Begriffe der vollständigen n-Homologiekategorie und der vollstän- 
digen Homologiekategorie. Verf. untersucht diese Begriffe im Zusammenhang mit 
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Schnittzyklen, Teilmannigfsitigkeiten, Produktmannigfaltigkeiten, den. projektiven 
Räumen und schließlich die Komplexe der Kategorie 2. — Kap. 4. Sei 9 eines der 
Symbole h,h,, H, H„. Verf. betrachtet die Überdeckungen o von M durch Um- 
gebungsretrakte in M, die $-zusammenziehbar sind, bezeichnet mit |o| die Anzahl 
der Mengen von o und nennt das kleinste |a| die $-starke Kategorie von M. Es 
werden obere Schranken angegeben und die $-starke Kategorie untersucht für Über- 
deckungsräume, bei Identifikation von 2 oder 3 Punkten, im Zusammenhang mit der 
$-Kategorie und dem Homotopietypus. — Verf. betont die starke Analogie zwischen 
den Homotopiekategorien und den Homotopiegruppen sowie zwischen den Homologie- 
kategorien und den Homologiegruppen. Nöbeling (Erlangen). 

Groot, J. de: Bemerkung zum Problem der topologischen Erweiterung von Ab- 
bildungen. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 655—657 (1942). 

Das Problem lautet: Kennzeichnung derjenigen Punktmengen H eines topolo- 
gischen Raumes R, für welche jede topologische Abbildung von H auf eine Teilmenge 4° 
von R erweitert werden kann zu einer topologischen Selbstabbildung von R. Verf. 
zeigt für R= R,„: jedes solche H ist beschränkt und abgeschlossen. Nöbeling. 

Monteire, Antönio, et Hugo Ribeiro: L’operation de fermeture et ses invariants 
dans les syst&mes partiellement ordonnös. Portugaliae Math. 3, 171—184 (1942). 

Generalisant la notion d’operation de fermeture dans un espace topologique, 
les Au. considerent, dans un ensemble ordonn& (partiellement) EZ une fonction f(x) 
& valeurs dans Z, telle que << f(x), ainsi que l’ensemble I; des elements de E in- 
variants par f (tels que f(x) = x) (generalisation de la notion d’ensemble ferme). 
Les proprietes: I. 2< y entraine f(z2)<f(y), II. f(f(x)) = f(x) pour tout z, entrai- 
nent que, pour tout z, l’ensemble des yE I, tels que y> x n’est pas vide et a un 
plus petit element &gal & f(x). Inversement, tout ensemble I d’elements de E tel que 
pour tout x, l’ensemble des yE I tels que y> x ait un plus petit element f(x) est 
identique & l’ensemble des invariants de /, et f satisfait aux conditions I. et II. Si f 
ne satisfait pas & I. et II., on peut trouver une autre fonction g telle que I,—=I,. Si f 
et g satisfont & I. et II., la condition f(x) < g(z) pour tout x equivaut & I, I,. Si 
deux el&ments quelconques de E ont une borne inferieure, et si f et g satisfont & I. 
et II., il en est de möme de la fonction h telle que h(x) soit: borne inf. de f(x) et g(x); 
propriet& analogue pour une famille quelconque de fonctions satisfaisant & I. et II. 
lorsque tout ensemble minore dans E a une borne inferieure. — Les Au. posent le 
probleme suivant (p. 183): si E est un ensemble inductif, I, et I, deux ensembles 
d’invariants de fonctions satisfaisant & I. et II., en est-il de m&me de I,n I,? On 
peut y repondre affırmativement: pour tout x, on d£finit une suite transfinie crois- 
sante (a,) en posant a, =, a, —= f(a,), A, = g(a,), ete.; si ß est un ordinal sans 
antecedent, et si a, est defini pour & < ß, on prend pour az la borne superieure dans E 
del ensemble de Ce8 0, borne qui existe parhypothese, puis ag +1=/(Q,), a +2=9(Q; +1), 
et ainsi de suite. E etant inductif, la suite s’arröte n&cessairement pour un indice A 
ayant un ant&cedent, et a, est par construction le plus petit des öl&ments de In Io 
qui soit >x. J. Dieudonne (Nancy). 

Eilenberg, Samuel, and E. W. Miller: Zero-dimensional families of sets. Bull. 
Amer. Math. Soc. 47, 921—923 (1941). 

X sei ein unikohärentes Peanosches Kontinuum, x, und x, seien zwei Punkte 
von X. Weiter bedeute ® = {A,} ein System von Teilmengen A, X mit folgender 
Eigenschaft: Ist U X eine offene Menge und A, < U, so gibt es eine offene Menge V 


derart, daß A, cVcUund (V — V)I}Ax=0 ist. Es wird bewiesen: Schneidet 


e & 
keine von den Mengen Aa € ® das Kontinuum X zwischen den Punkten x und %,, 
so schneidet auch die Menge I’ A, nicht das Kontinuum X zwischen den beiden 


Punkten. — Das Mengensystem ® mit der oben erwähnten Eigenschaft wird im all- 
gemeinen topologischen Raume als nulldimensional bezeichnet. J. Novak. 


